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Das Erscheinen dieses schon Tor geraumer Zeit angekündigten 
Buches wurde leider durch Krankheit des Verfassers erheblich ver- 
zögert. Dass sich innerhalb dieser Zeit manche Anschauungen des- 
^ selben geändert haben, wird man begreiflich finden; indessen wurde 

doch das in der Voranzeige entworfene Programm mit ganz geringen 
Modifikationen ausgeführt. 

Was die Gesammtanlage des Buches anbelangt, so musste nach 
meiner Ansicht in einem Specialwerke über Elementartheiler den 
algebraischen und den arithmetischen Methoden möglichst gleichmässig 
Rechnung getragen werden; zeigen sich einerseits die letzteren als 
weittragender und so für die Weiterentwickelung unserer Theorie 
bedeutungsvoller, so sind andererseits die ersteren in hohem Maasse 
geeignet, zu einem tiefen Eindringen in das innere Wesen der hier 
obwaltenden Verhältnisse zu führen, und daher zugleich auch didaktisch 
von grossem Werthe. 

Ohne auf Einzelheiten der Darstellung einzugehen, bemerke ich 
nur, dass wohl kein Zweifel darüber herrschen konnte, auf welche 
Weise bei der Entwickelung der sogenannten Weierstrass'schen 
Theorie vorzugehen war, nachdem Weierstrass selbst gelegentlich der 
Herausgabe seiner gesammelten Werke darauf hingewiesen hatte, dass 
die in seiner grundlegenden Arbeit vorhandene Lücke am Zweck- 
massigsten durch die Untersuchungen des Herrn Frobenius in den 
Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 1896 ausgefüllt werde. 
Die Schwierigkeit der Kronecker'schen Arbeiten über singulare 
Schaaren ist bekannt; hier war Vieles strenger zu begründen und 
manche Lücke auszufüllen. 

Eine Scheidung des Buches in einen theoretischen und einen die 
Anwendungen umfassenden Theil äusserlich herbeizuführen, wurde 
nicht versucht und wäre der ganzen Anlage desselben nach überhaupt 
auch kaum durchführbar gewesen. Dazu kommt, dass je nach dem 
Standpunkte, den man einnimmt, zuweilen der gleiche Gegenstand 
einmal als Theorie, einmal als Anwendung aufgefasst werden kann. 

So zahlreiche Verwendung die in diesem Buche gegebenen Sätze 
über Elementartheiler ganzzahliger Systeme auch in der Zahlentheorie 
finden, so war es doch unmöglich, hier einen Gegenstand herauszugreifen, 
der ein in sich abgeschlossenes Ganze gebildet und zugleich ein 
prägnantes Beispiel für die Bedeutung derselben für diese Disciplin 
geboten hätte; doch darf in dieser Hinsicht wohl ausser auf die in der 




IV Vorwort. 

Einleitung erwähnte Literatur auf Herrn Bachmann's Zahlentheorie 
(4. Theil, I. Abtheilung, Leipzig 1898) hingewiesen werden. 

Aehnliche Schwierigkeiten, wie die eben aufgeführten, machten 
sich im Gebiete der linearen Differentialgleichimgen bemerklich. Lidessen 
war es hier möglich, eine kleinere, von Weierstrass selbst herrührende 
Anwendung zu geben, die für viele Arbeiten über Systeme von linearen 
Differentialgleichungen vorbildlich geworden ist. 

Dagegen standen wohl abgegrenzte geometrische Anwendungen 
in grosser Menge zur Verfttgung. Will man sich aber bei diesen nicht 
in endlosem Wiederholen von Einzelheiten erschöpfen, sondern eine 
umfassende und wirklich wissenschaftliche Darstellung bieten, so muss 
man, dem Vorgänge von Herrn Segre folgend, fast durchweg die 
Betrachtungen im n-dimensionalen Baume vornehmen. Auch bei der 
im Buche durchgeführten Klassifikation der Collineationen musste sich 
der Verfasser zu diesem Vorgehen entschliessen; doch glaubt derselbe 
dadurch dem Anfönger keine besonderen Schwierigkeiten bereitet zu 
haben. Derselbe wird nach einander n<=l, 2 und 3 setzen und so zu den 
gewohnten Vorstellungen kommen; ausserdem kann derselbe an die 
für die Fälle » «• 1, 2 und 3 überall angegebenen Normalformen direkt 
anknüpfen. Wie man sieht, nimmt die exakte Ausführung einer 
einzigen geometrischen Anwendung schon einen bedeutenden Raum in 
Anspruch, weshalb ich mich auf dieselbe beschränken musste. Doch 
kommt es wohl auch nicht auf die Zahl solcher Anwendungen an, 
sondern darauf, an einem geeigneten Beispiele das sonst überall ver- 
wandte Princip klar darzulegen. — 

Von Anfang an hatte sich mein Unternehmen des besonderen 
Literesses einer Reihe hervorragender Kenner der Elementartheiler zu 
erfreuen; namentlich waren es die Herren Professoren Frobenius, 
Gundelfinger und Hensel, die, mit dem Oegenstande innigst ver- 
traut und die Schwierigkeit seiner Bearbeitung wohl erkennend, stets 
bereit waren, mir ihre Unterstützung zu Theil werden zu lassen. Ihnen 
auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank zu si^en, ist mir eine 
angenehme Pflicht. Herrn Professor F. Meyer, der die Zusendung 
der Correcturbogen gütigst gestattete, verdanke ich eine Reihe werth- 
voller Literaturnachweise. 

Schliesslich muss ich noch erwähnen, dass die Verlagsbuchhandlung 
meinen Wünschen betreffs der Ausstattung des Buches stets auf's 
Bereitwilligste entgegenkam. 

Osthofen (Rheinhessen), 29. Mai 1899. 

P. Muth. 
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sowohl in der Analysis, als auch vornehmlich in der analytischen 
Geometrie tritt uns häufig das algebraische Problem entgegen, siwei 
quadratische Formen q> und ^ von je n Variabelen durch eine Ihieare 
Stibstüidion gleichzeitig in eine einfache oder kanonische* (Normal^) Form 
überzuführen. Man denke z. B. nur an das analytisch- geometrische 
Problem des Falles » « 3 oder w = 4, wenn es sich darum handelt, 
zwei Kegelschnitte derselben Ebene oder zwei Flachen zweiter Ordnung 
auf ihre gegenseitige Lage zu untersuchen. Bekanntlich ist bei der 
Losung des Problems das Verhalten der Determinante der durch q> 
und ^ bestimmten Schaar ^iq> + ^tlf quadratischer Formen von aus- 
schlaggebender Bedeutung. Im allgemeinen Falle, wo diese Deter- 
minante nicht identisch verschwindet und in n (nicht nur um eine 
Eonstante) verschiedene Linearfaktoren zerlegt werden kann**, bietet 
dasselbe keine nennenswerthen Schwierigkeiten^ und seine Lösung ist 
schon lange bekannt; man kann alsdann beide Formen gleichzeitig als 
Aggregate von Quadraten n unabhängiger linearer Formen darstellen.*** 
Ganz anders aber liegt die Sache, wenn die Determinante der Schaar, 
— die wir zunächst stets als nicht identisch verschwindend voraussetzen—, 
nickt in lauter verschiedene lineare FaJctoren zerfällt. Alsdann haben 
wir eine B>eihe verschiedener Fälle zu unterscheiden, und zwar kommt 
es darauf an, ob und wie oft ein mehrfacher Theiler jener Determinante 
gleichzeitig in allen Subdeterminanten (n — 1)*®", (n — 2)*®" u.s.w. Grades 

* YergL Über den Begri£P „kanonische Form^* die treffenden Bemerkungen 
Eronecker's: Ueber Schaaren von quadr. Formen, Berl. Monatsb. 1874, S. 72 
(Gea.W. Bd.I, S.367). 

** Dass dieses wirklich der allgemeine Fall ist, bedarf des Nachweises. 
VergL Weierstrass, Ueber ein die homogenen Funktionen betr. Theorem, Berl. 
Monatsb. 1868, S. 808 (Ges.W.Bd.I, 8.283). 

*** Hier sind wohl Canchy, Sur T^quation, k Taide de laquelle on d^term. 
les inegal, sdcnlaires des mouvem. des planstes, Exercis. de math. (29) IV, S. 140 ff. 
und Jak ob i, De binis quibusl. function. homog. sec ordin. etc., Grelle^s Joum. 
(84) Bd. 12, S. Iff., in erster Linie zu nennen. (Die eingeklammerten Zahlen be- 
deuten hier und im Flgdn. die beiden letzten Ziffern des Erscheinungsjahres des 
betr. Bandes.) 


Vm Einleitung. 

derselben auftritt. In den einfachsten Fällen n =^2, n » 3 sind die 
sich hier bietenden Möglichkeiten vielfach untersucht*^ und auch fiir 
den Fall n ^ 4, der sich schon complicirter gestaltet, hat z. B. 
Sylvester'^ dreizehn verschiedene Fälle aufgezählt. Die Untersuch- 
ungen desselben erwiesen sich aber nicht als ausreichend, wenn die 
Formen g> und t von beliebig vielen Yariabelen abhängig sind, und 
vor ARem fehUe es noch an der Becmttcortung der Fragen ob die Auf- 
eäMung der verschiedenen hei gegd>enem n möglichen FaUe eine voll- 
ständige sei. 

Da gelang es E. Weierstrass, nachdem er schon 1858 in einem 
speciellen Falle der Lösung des allgemeinen Problems nahe gekommen 
war***, 1868 in seiner berühmten, /ur die Theorie der Elemenkvrtheüer 
grundlegenden Arbeit: „Ueber Schaaren bilinearer und quadratischer 
Formen ^^t nicht nur für zwei quadratische, sondern auch für zwei 
bilineare Formen 9, ^ beliebig vider Variabelen das Problem der gleich- 
zeitigen Transformation zweier Fomien auf eine kanonische Form bei 
beliebigem Verhalten der Determinante der dwch die beiden Formen be- 
stimmten Schaar zu lösen und eine Methode anzugeben, die bei ge- 
gebenem n sich darbietenden Fälle erschöpfend au&uzahlen. 

Weierstrass erreicht dieses dadurch, dass er die Determinante 
I ^1 7 + ^ ^ I ^^^ Schaar X^q> + X^il) m besonderer, durch das Auftreten 
der einzelnen Linearfaktoren von | A^ 9 + >lt^ I ^ ^^^ Subdeterminanten 
(n — 1)*^, (n — 2)*^ . . . Grades dieser Determinante bedingten Weise 
in Faktoren zerlegt (1); er nennt jeden solchen Faktor einen Elementar- 
theiler der Determinante der Schaar und zeigt zunächst, dass diese 
Elementartheüer (im Allgemeinen irrationale) Inva/ria/nten der Schaar 
sind. Dabei muss indessen hervorgehoben werden, dass die Elementar- 
theüer begrifflich schon in der oben citirten Arbeit Sylvester's bei 
den Fällen n » 3, 4 auftraten, und dass Sylvester auch die Li- 
variantennatur derselben erkannt hatte, tt 

Weierstrass führt nun die Formenschaar durch lineare Sub- 
stitution in eine solche reducirte Formenschaar über, deren Bau im 

* Man vergl. irgend ein grosseres Lehrbuch der analyt. Geom. 
** Sylvester, Ennm. of the cont. of lines and surf, of the sec. ord. u.s.w., 
Phil. Magaz. (51), 4. Serie vol. 1, S. 119. Rechnet man den Fall mit, wo tp und ^ 
nur um eine Konstante verschieden sind, so hat man 14 Fälle zu unterscheiden. 
Yergl. 66 (die stark gedruckten Zahlen bedeuten die Artikelnummem dieses Buches). 
*** Weierstrass, I.e. S. 207ff. (S. 28SfF.) 
t Weierstrass, Berl. Monatsb. 1868, S. SlOff. (Ges.W.Bd.n, S. 19€F.) 
tt Yergl. F. Meyer, Bezieht über den gegenwärtigen Stand der Invarianten- 
theorie, Jahresb. der deutsch. Math.-yerein. von 1890—91 (92) Bd. I, S. 87. (Siehe 
auch Noether, J. J. Sylvester, Math. Ann. (98) Bd. 60, S. 188ff.) 
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Wesentlichen von den Elementartheilem der Determinante | >ti 9> + A, ^ | 
abhängt. Daher kann man^ wenn die Elementartheiler von | >l] 9> + A,^ | 
bekannt sind, diese reducirte Schaar von yerhaltnissmässig einfacher 
Oestait sofort angeben , d. h. man hmn eine hmonische Form des Paares 
q>y if sofort hinschreiben. 

Weiter aber: Stimmen fOr zwei Schaaren die Elementartheiler 
ihrer Determinanten überein ^ so sind sie zur selben reducirten Schaar 
äquivalent, mithin auch unter sich. Die XJebereinstimmung der 
Elementartheiler ihrer Determinanten ist daher nicht blos die noth- 
tpendige^ sondern auch die hinrekhende Bedingung für die Aequivalenz 
zweier Formenschaaren. Auf diese Weise hat Weierstrass sein be- 
kanntes Theorem über die Aequivaleius etoeier Formenschaaren bewiesen 
(s. § 6 und § 9 dieses Buches). 

Endlich aber zeigte Weierstrass, anknüpfend an seine reducirte 
Sehaar, dass man Formenschaaren bilden kann, deren Determinanten 
vorgesehrieifene Elementartheiler besitzen. Dadurch gerade sind wir in 
Stand gesetzt, die kanonischen Formen der von einer gegebenen An- 
zahl Ton Yariabelen abhängigen Formenpaare systematisch und vcU- 
ständig anzugeben (§ 7 und § 9), imd so erwächst aus der Weier- 
strass'schen Theorie ein klassifikatorisches Princip ersten Banges, das 
besonders in der Geometrie die ausgiebigste Yerwerthung gestattet 

Es ist daher nicht zu yerwundem, wenn die Mathematiker sich 
desselben sofort bemächtigten, und zwar war es wohl zuerst F. Klein, 
der dasselbe (1868) in seiner Inauguraldissertation zur Klassifikation der 
Liniencompleze 2**^ Orades yerwandte.* Dieser geometrischen An- 
Wendung der Weierstrass'schen Theorie folgten zahlreiche andere, wie 
man aus der S. 223 zusammengestellten Literatur ersehen kann. 

Eine schone Anwendung seiner Theorie im Gebiete der linearen 
Differentiaigleidiungen gab Weierstrass selbst** (§ 16), an welche 
Arbeit sich eine Reihe anderer, von Hörn, Sauyage u. s. w., an- 
schliesst.*** Besonders wichtige Verwendung finden die Elementar- 
theiler im zuletzt betrachteten Gebiete auch in der Theorie der 
Fundamentalgleichung, ein Gegenstand, den Heffter in seinem Buche 
über lineare Differentialgleichungen eingehend behandelt hat.t 

* F. Klein, üeber die Transformation der allgemeinen Gleichung 
2!^*"^ Gradee zwischen Liniencoord. auf eine kanonische Form, Inaog.-Diss., Berlin 
1868 [abgedr. in Math. Ann. (84) Bd. 28]. 

•• Weierstrass, Ges. Werke Bd.n, S. 76 ff. 
••• Vergl. die 8. 198 citirte Literator. 
t L. Heffter, Einleit. in die Theorie der lin. Differentialgl. mit einer 
unabh. Yariab., Leipsdg 1894, Kap. IX ff. Daselbst findet man auch die auf diesen 
Gegenstand bez. Literatur. Siehe auch S. 198 d. B. 
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Bemerkenswerth ist echliesslich, dass die Weierstrass'schen 
Elementartheiler durch Maurer eine interessante Verwendung in der 
Crruppeniheorie gefanden Laben.* 

Neben diese Bestrebungen, die Wei er st rassische Theorie nach 
den verschiedensten Richtungen hin zu verwerthen, stellen sich die- 
jenigen, welche eine durckaas strenge Begründung der Theorie selbst 
zum Ziele haben. Die Weierstrass'schen Entwickelungen zeigten 
nämlich eine Lücken deren Ausfüllung nicht gerade ganz einfach war, 
sodass sich um diesen Punkt eine ziemlich reiche Literatur gruppirt. 
Jene Entwickelungen werden nämlich erst dann correct, wenn der 
Nachweis erbracht werden kann, dass jede reguläre Subdeterminante 
eines Systems ganzer Grössen (3) mindestens eine reguläre Deter- 
minante als Subdeterminante enthält. Dann erst kann eine gewisse 
Yon Weierstrass yorgenommene, die Jakobi'sche Transformation 
der Schaar vorbereitende Umformung der zu reducirenden Schaar stets 
mit Sicherheit ausgeführt werden. Da dieser Beweis zunächst nicht 
erbringlich war, so schlug Stickelberger** (1874) ein indirektes 
Verfahren ein, um darzuthun, dass jede Schaar wirklich in die 
Weierstrass'sche reducirte Schaar transformirt werden kann. Indem 
femer Darboux***(1874) und Gundelfingert(1876), welch' letzterem 
das Verdienst gebührt, die Weierstrass'sche Theorie zuerst weiteren 
Kreisen zugänglich gemacht zu haben, jene vorläufige Umformung der 
Schaar und die Jakobi'sche Transformation gleichsam verschmolzen, 
gelangten sie zwar zu einer neuen, theilweise kürzeren Darstellung 
unserer Theorie, die, wie Stickelbergertt (1879) in einer schönen 
Arbeit niichwies, so gegeben werden kann, dass sie an Strenge nichts 
ZU wünschen übrig lässt, aber auch diese Methode blieb eine indirekte^ 
indem zuerst an der reducirten Schaar die Bedeutung der Elementar- 
theiler für die B>educirte nachgewiesen werden konnte, während 
Weierstrass die Elementartheiler von vornherein in die Rechnung 
einführt. 


* Maurer, Münchener Berichte v. 1888, S. 108 ff.; derselbe, Orelle's 
Joum. (90) Bd. 107, S. 89 ff. 

** Stickelberger, De probl. qaod. ad duar. form, bilin. vel qnad. transform. 
pertinente, Dies, inaug., Berol. 1874. 

•** Darboux, Mto. sur la th^or. alg^b. des formes quadr. Liouville'B Joum. 
Jahrg. 1874, Serie II, Bd. XIX, S. 847 ff. 

t Gundelfinger in Hesse, Yorles. über analyt. Geometrie des Baumes, 
8. Aufl., Leipzig 1876, Suppl. IV. 

tt Stickelberger, Ueber Schaaren von bil. u. quad. Formen, Crelle's 
Joum. (79) Bd. 86, S. 20 ff. 
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Eronecker suchte die bewusste Lücke dadurch auszuftillen, dass 
er die Schaar einer allgemeiiien linearen Transformation mit un- 
bestimmten Eoefficienten unterwarf*, ohne jedoch darthun zu können, 
dass dieses Verfahren auch bei Schaaren quadratischer Formen zu- 
lässig ist. 

Da machte Frobenius** (1880) darauf aufmerksam, dass die be- 
regte Schwierigkeit in der Weierstrass'schen Arbeit direkt gehoben 
werden könnte; Smith*** hatte nämlich den hierzu nöthigen Hilfs- 
satz über reguläre Determinanten für ganzzahlige Systeme bereits 1861 
bewiesen,, und nun gab Frobenius a.a.O. einen neuen Beweis des- 
selben, der mit einigen Modifikationen auch dann gütig bleibt, wenn 
man Systeme betrachtet, deren Elemente ganze Funktionen eines 
Parameters sind. Gerade darum handelt es sich aber für uns. Der 
Beweis des Hilfssatzes beruht auf arithmetischen Methoden und konnte 
später (1894), nachdem die Eronecker'sche Reduktiont eines Systems 
ganzzahliger Elemente bekannt geworden war, noch von Henseltt 
bedeutend vereinfacht werden. Aber auch algebraisch ist derselbe 
beweisbar, wie Frobeniusttt (1894) gezeigt hat, und zwar interessanter 
Weise mittelst einer Determinantenidentität, die gerade Kronecker^ 
schon 1870 gefunden hatte (5). 

Gestützt auf den Satz über reguläre Determinanten kann man 
nun die gewünschte vorläufige Umformung einer Schaar im Falle 
beliebiger bilinearer Formen durch eine hlosse VertOMsdiung der 
Variabden, im Falle der Symmetrie aber, wie Frobenius** ge- 
zeigt hat, mittelst einer Reihe höchst einfacher congruenter Trans- 
formoitionen erreichen. Dadurch ist eine, aUen Anforderungen a/n Strenge 
Genüge leistende direkte Begründung der Weierstrass'^cAen Theorie nicht 


• Kronecker, Berl. Monatsb. 1874, S. 216 (Ges. W. Bd. I, S. 891—892). 
Yergl. auch Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Determinanten, Sitzb. 
d. Berl. Akad. 1894 , S. 82. 

** Frobenias, Theorie der lin. Form, mit ganz. Eoeff., Crelle^s Joum. (80) 
Bd. 88, S. 116. 

*** Smith, On syst, of lin. indet. equations and congr., Phil. Transact. von 
1861 (62), S. 818; On the arithm. invar. etc., Proc. of the L. math. soc. 1878, 
Tol. IV, S. 237. 

t Eronecker, Eednktion der Systeme mit n' ganzzahligen Elementen, 
Crelle's Joum. (91) Bd. 107, S. 186—186. 

ff Hensel, üeber reguläre Determin. u. s. w., Crelle'B Joum. (94) Bd. 114, 
S. 26 ff. 

ttt Frobenius, üeber die ElementartheUer derDet., Sitzb. der Berliner Akad. 
1894, S. SBS. 

a Eronecker, Crelle's Joum. (70) Bd. 72, S. 168. 
b Frobenius, I.e. § 2. 
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nur bei Schaaren hüinearer, sondern cmch hei Schaa/ren quadratischer 
Formen möglich (§ 6 und § 9). 

Wir haben seither immer den Fall singiüärer Formenschaaren 
ausgeschlossen; für solche Schaaren kann man aber die analogen 
Fragen, wie vorhin bei ordinären Schaaren, aufwerfen. Mit ihrer Be- 
antwortung hat sich Eronecker* von 1868 an während einer Reihe 
von Jahren beschäftigt, konnte jedoch erst 1890 und 1891 zu einem 
abschliessenden Resultate gelangen.** Von besonderer Wichtigkeit, 
aber auch von besonderer Schwierigkeit ist auch hier der FciU der 
Symmetrie. 

Die Untersuchungen von Weierstrass*** und Kroneckert über 
symmetrische Formenschaaren fQhrten nun zu dem merkwürdigen 
Ergebnisse, dass zwei äquivalente Schaaren X^fp + X^^tl; und X^<i> + X^^ 
von symmetrischen Formen stets auch congruent sind, in dem Sinne, 
dass eine in die andere durch congruente, von A^ { A, unabhängige 
Substitutionen übergef&hrt werden kann, deren Determinanten nicht 
Null sind, oder kürzer gesi^, dass die hinreichenden Bedingwngen für 
die Aequivalenz zweier symmetrischen Formenschaaren zugleich diejenigen 
für die Congruenz derselben sind. Das Gleiche gilt, wenn g) und O 
symmetrische f tp und ¥ dttemirende Formen tt, und auch dann, wenn 
die Grundformen beider Schaaren aÜemirend sindttt (§ 9). 

Den inneren Grund dieser Erscheinung vollständig aufzudecken 
gelang Frobenius (1896) in einer die ganze Theorie der congruenten 
TrcmsformaMonen büinearer Formen neu gestaUenden Arbeits Dieselbe 


* Yergl. die Arbeiten desselben über Formenschaaren in den Berl. Monatsb. 
von 1868 u. 1874 (Ges. Werke Bd. I), insbesondere: üeber Schaaren v. quadr. Form., 
Berl. Monatsb. 1874, 8. 59 ff. (Ges. W. Bd. 1, S. 349 ff.) Yergl. auch Darboux, 
L c. S. 388 ff. . . 

** Eronecker, Algebr. Reduktion der Schaaren quadr. Formen, Sitzb. der 
Berl. Akad. 1890, S. 1225 ff.; derselbe, Algebr. Red. der Schaaren quadr. Formen, 
ebendaselbst 1890, S. 1376 u. 1891, S. 9 ff. und S. 83 ff. 

**♦ Weierstrass, am S. Vni, Anm. 4 citirten Orte. 

t Eronecker, in den eben citirten Arbeiten Über quad. Formen. 

tt Eronecker, üeber die congr. Transf. der bil. Formen, Berl. Monatsb. 1874, 
S. 441—442 (Ges. Werke Bd.I, S.477). 

ttt Frobenius, Theorie der lin. Form, mit gans. Eoeff., Cr eile's Joum. (79) 
Bd. 86, § 7 u. § 13. Beweis hier nur ffir ordinäre Schaaren. Siehe das Flgd. 

a Frobenius, Ueber die congr. Transf. der bil. Formen, Sitzungsb. der Berl. 
Akad. 1896, S. 7 ff. Als besonders wichtige Arbeiten über die congruenten Trans- 
formationen der bilinearen Formen seien hier diejenigen von Voss, Abhandl. der 
kgl. Bayerisch. Akad. d. Wiss. Bd. 17, S. 256 ff.; Münch. Berichte 1889 erwähnt. 
Femer möge hier noch bemerkt werden, dass Voss gewisse Sätze von Frobenius, 
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gestattet U.A. die Hauptresultate der Kronecker'schen Untersuchungen 
über singulare Schaaren quadratischer Formen^ sowie über congruente 
Formen* abzuleiten^ ohne die mühsamen Kronecker'schen Ent- 
wickelungen yomehmen zu müssen (§ 10). 

Wir haben eben eine Reihe von Untersuchungen über besondere 
Formenschaaren erwähnt, wozu auch diejenigen über die Congruenz 
der Formen zu rechnen sind, da hier Schaaren mit conjugirten Grund- 
formen in Betracht gezogen werden müssen (§ 10). Ohne auf die 
zahlreichen weiteren Untersuchungen über specielle Formenschaaren, 
welche auf Grund der Arbeiten von Kronecker und Weierstrass 
geführt werden können, und deren Anwendung hier naher einzugehen 
(§ 12 — 15, S. 223 Anm.), heben wir nur als besonders wichtig die- 
jenigen über solche Schaaren hervor, deren Determinanten nur lineare 
Elementartheüer besitzen; hier kann die Schaar auf dieselbe Form gebracht 
werden, wie eine allgemeine Schaar (S. 93 u. 124), was Weierstrass 
für eine Schaar quadratischer Formen mit mindestens einer definiten, 
ordinären Gnmdform schon 1858 in der Eingangs erwähnten Arbeit** 
nachgewiesen hatte (§ 14). Im Falle die Determinante einer Schaar 
bilinearer oder quadratischer Formen überhaupt lineare Elementartheiler 
besitzt, kann man mittelst einer auf Cauchy*** zurückzuführenden 
Methode von der Schaar diejenigen elementaren Schaaren abspalten, welche 
den linearen Elementartheilem ihrer Determinante entsprechen. Dieses 
hat Stickelbergert in einer höchst interessanten, den übrigen algebra- 
ischen Untersuchungen über Elementartheiler gegenüber eine gewisser- 
maassen isolirte Stellung einnehmenden Arbeit (1877) nachgewiesen (§ 15). 

Die Untersuchungen von Eronecker und Weierstrass über 
die Aequivalenz von Formenschaaren sind in neuerer Zeit durch 
S. Eantorft verallgemeinert worden. Während die Untersuchungen 
jener sich auf solche Formen beziehen, deren Koefücienten lineare 
Formen isweier Variabelen vorstellen, erstrecken sich diejenigen von 


Siacci, Stickelberger u. Stieltjes über Elementartheiler aus einer ein- 
zigen Determinantenidentität herleitete. Hierüber, sowie über den Zusammen- 
hang der Voss'schen Arbeiten mit den betr. Arbeiten von Frobenius siehe 
F.Meyer, a.S. Vm citirten Orte, 8. 116 ff. 

• Kronecker, I.e. S. 897 ff. (S. 42«ff.) 

** Weierstrass, Berl. Monatsb. 1868, S. 207 ff. (Ges.W. Bd.I. S.233ff.) 

♦** Cauchy, Exerc. de math. (29) IV, S. 140ff. 
t Stickelberger, Ueber reelle orthog. Substitution, Progr. der eidgen. poljt. 
Schule fBr das Schuljahr 1877/78 (erstes Halbjahr), Zfirich 1877, § 7. 

tt S. Kantor, Theorie der Aequivalenz von linearen oo^- Schaaren bilinearer 
Formen, Sitzb. der math.-ph78. Klasse der k. B. Akad. der Wissensch. zu München 
von 1897^98), S. 367 ff. 
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S. Kantor auf Formen, deren Koefficienten lineare Formen beliebig 
vieler Variabelen sind. Dabei entsprechen den Weierstrass'sclien 
Elementartheilern gewisse invariante Zahlen, die S. Kantor als 
Elementarzahlen bezeichnet. 

Der Begriff „Elementartheiler^' lässt sich mit Leichtigkeit auf 
solche Systeme von beliebig hohem Range* ausdehnen, deren Elemente 
ganae Zalüen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variabelen 
beliebig hohen Grades oder ganze Grössen eines Körpers von Zahlen 
oder algebraischen Fwnktionen sind** (S. 19). 

Schon 1861 hatte Smith*** bei ganzzahligen Systemen Zahlen 
(Invarianten) in Betracht gezogen, die später von Frobeniust als 
Q^ Elementartheiler des betreffenden Systems bezeichnet wurden. In- 
dem man dieselben in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind, erhält man die sämmtlichen Elementartheiler des Systems. 
Ausser Smith selbst war es namentlich Frobenius, der mit diesem 
wichtigen zahlentheoretischen Begriffe operirtett und ihn auf Systeme 
der eben beschriebenen Art ausdehnte. ttt Eine fundamentale Eigen- 
schaft der p*®° Elementartheiler ist die, dass für jedes System der p** 
Elementartheiler durch den (p — 1)*** theHhar isty (wo q nicht grösser 
als der Rang des Systems ist), wie dies im speciellen Falle aus den 
Wei er strass 'sehen Untersuchungen hervorging.* Von grösster Be- 
deutung aber wurden diese Elementartheiler für die Theorie der Com- 
positum von Systemen aus ganzen Elementen. Denn es ergab sich, 

* Irrthümlicher Weise vrird die Einführung des Begriffes und Namens „Rang" 
allgemein Eronecker zageschrieben; Frobenius vielmehr hat, nachdem er u. A. 
schon in seiner Abhandlung ^fUeber das Pf äff 'sehe Problem", Grelle *s Joum. 
von 1877, Bd. 82, S. 230 ff., den umfassendsten Gebrauch von diesem Begriffe ge- 
macht hatte, demselben später den Namen „Rang" beigelegt (Crelle^s Joum. 
1879, Bd. 86, S. 1 u. S. 148). Eronecker, der die grosse Bedeutung dieses Be- 
griffes sofort erkannt hatte, fand auch die Benennung höchst zweckmässig ge- 
wählt und adoptirte dieselbe (Sitzb. der Berl. Akad. 1884, S. 1078). 

** Bei unserer Darstellung von Eronecker*s Untersuchungen über singulare 
Schaaren (§8 u. § 10) müsste die Erweiterung des Begriffes „Elementartheiler" 
oben an früherer Stelle erwähnt werden. Eronecker vermied es, in den be- 
treffenden Arbeiten von Elementartheilern zu sprechen, was in der Abhandlung 
in den Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. 1225 ff. so auffallend geschieht, dass 
man auf eine gewisse Absichtlichkeit schliessen möchte. 

*♦* Smith, Phil. Transact. 1861(62), S. 293. 

t Frobenius, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S. 148. 

tt Frobenius, Crelle*s Journ. (79) Bd. 86, S. 140 ff.; ebendaselbst (80) 
Bd. 88, S.96ff. 

ttt Frobenius, I.e. und Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. Slff. 

a Vergl. die S. 7 zu Satz I citirte Literatur. 
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dass der q*^ Elementartheüer eines Systems, das durch Composüion 
zweier oder mehrerer Systeme gleicher Art entsteht, ein ganzes Vielfaches 
des Q^ Elementartheüers jedes dieser Systeme ist; dieser Hauptsatz 
wurde zuerst von Frobeuius allgemein bewiesen.* 

Naturgemäss wird man die Frage aufwerfen ^ ob das zuletzt aus- 
gesprochene Theorem auch umkehrbar ist. In der That ist für Systeme 
aus ganzen ZaMen oder ga/nzen Funktionen einer Variäbden die Um- 
kehrbarkeit desselben einfach nachweisbar **, dagegen ist bis jetzt noch 
nicht gezeigt worden^ dass jenes Theorem sich auch in den übrigen 
Fällen umkehren lässt. (Vergl. S. 231.) 

Nehmen wir speciell an^ zwei quadratische Systeme Sl und fö, 
deren Elemente lineare ganze Funktionen einer Yariabelen A seien^ 
hätten die Beschaffenheit^ dass ihre p^®° Elementartheiler überein- 
stimmten. Dann kann nach dem eben Gesagten jedes aus dem andern 
durch Gomposition mit Systemen 5ß, Q erzeugt werden, deren Deter- 
minanten, wie sich weiterhin ergiebt, nicht Null und nicht von A ab- 
hängig sind, und zwar werden 5ß und D auf rationalem Wege ge- 
funden. Da nun, wie Frobenius (1879) weiter zeigen konnte, im 
Falle die Determinanten der Systeme % und 93 nicht identisch Null 
sind, die Systeme ^ und O rational so bestimmt werden können, dass 
nicht nur ihre Determinanten, sondern ihre Elemente selbst von X 
unabMngig sind***, so war hierdurch zum ersten Mal der Weierstrass- 
sehe Fundamentalsatz über die Aequivalenz von Schaaren bilinearer 
Formen auf durchweg rationalem Wege bewiesen, t 

Die arithmetischen f auf der Kronecker'schen Reduktion basirenden 
Methoden wurden namentlich von Henseltt weitergebildet; derselbe 
zieht auch Systeme in Betracht, deren Elemente ganze oder gebrochene 
Grössen eines Körpers von algebraischen Zahlen oder Funktionen 
sind, wobei der Begriff „Elementartheiler^^ abermalige Erweiter- 
ung erfahren muss.ttt Die Hauptsätze über Elementartheiler bleiben 


* Vergl. die S. 16 zu Satz 11 citirfce Literatur. 

♦* Vergl. z.B. Frobenius, Crelle's Joum. (80) Bd. 88, S. 114. 

*** Vorausgesetzt, d^ss der Eoefficient der höchsten Potenz von l in der 
Determinante von ^ bez. S3 nicht Null ist. Der Satz gilt dann aber auch sofort 
ohne diese Beschränkung (39). 

t Frobenius,Crelle'8 Joum. (79)Bd. 86,1. c §13. Vergl. auch Landsberg, 
üeber Fundamentalsyst. und bil. Formen, Crelle's Joum. (96) Bd. 116, S. 831ff. 

tt Hensel, Crelle's Joum. (94) Bd. 114, S. 25ff.; derselbe, Ueber die Ele- 
mentarth. componirter Systeme, I.e. S. 109 ff. 

ttt Hensel, Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebr. Funkt, 
einer Variabelen, Crelle's Joum. (96) Bd. 116, S. 264fF. 
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auch für solche Systeme bestehen (§ 18). Von besonderem Interesse 
sind hier solche Systeme, bei denen die Elemente jeder Zeile conjugirte 
algebraische Grössen des betreffenden Körpers von algebraischen 
Funktionen einer Yariabelen sind. Man kann dann die q^^ Elementar- 
theiler rationai bestimmen und mit ihrer Hilfe die Verzweigung der 
Riemann'schen Fläche, welche zu der den Körper constituirenden 
algebraischen Gleichung gehört, unmittelbar angeben.* Damit sind wir 
zu den neuesten fuMumentheoretischen Anwendungen der Elementar- 
theiler gelangt. 

* Ken sei, üeber die Ordnungen der Yerzweigungsp. einer Riemann^schen 
Fläche, Sitzb. der Berl. Akad. 1895, S. 933 ff.; derselbe, üeber die Verzweigungsp. 
der 3- and 4 -blätterigen Riemann^schen Flächen, ebendaselbst S. 1108 ff. — 
Eine Reihe weiterer auf diesen Gegenstand bezüglicher Arbeiten von Fischer, 
Hensel u. Landsberg findet man in Crelle's Joum. (97) Bd. 117 u. 118. 


§ 1. Definition nnd allgemeine Eigenschaften 

der Elementartheiler. 

1. Sind zwei bilineare Formen 

Ä'^^OikXiyk,' B ':-'^%ijtXiyk (i, Ä — 1, 2, . . . ») 

Yon je 2n Veränderlichen x^,x^,.,.Xn und 1/^ y^y > 'ifn Torgelegt^ 
bedeuten femer l^ \ A, homogene binäre, von den Xt und yt unabhängige 
Veränderliche, so wird die Gesammtheit der durch den Ausdruck 

dargestellten Formen als eine Schaar (ein Büschel) von bilinearen 
Formen bezeichnet; A und B heissen die Grundformen der Schaar, 
die Determinante 

heisst die Determinante der Schaar. 

Die Determinante der Schaar Xy^A + k^B werde mit D bezeichnet; 
D ist eine homogene ganze Funktion fif^ Gh-ades der Veränderlichen A^ | A,. 
Falls D nicht identisch Null ist, kann es daher in ein Produkt 
Yon n Faktoren zerlegt werden, deren jeder in A^ | A, homogen und 
linear ist. Analoges gilt fOr jede Subdeterminante des Systems von D.* 

Nun sei D nicht identisch Null, und 

aAi + 6^, — |) 

ein Linearfaktor yon D, femer bedeute Ig den Exponenten der höchsten 
Potenz, zu welcher erhoben p in allen Subdeterminanten q^^ Grades 
Yon D enthalten ist; in D ist p zur Potenz Z» enthalten. 

Der Definition gemäss tritt der Faktor ffq in allen Subdeter* 
minanten q^^ Grades auf, und zwar in mindestens einer derselben 
genau zur Z^^'^ Potenz. Im grSssten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten q^^ Grades von D tritt also p zur Potenz l^ auf» 
Die Zahlen l^ sind positive, ganze Zahlen bez. Null. 

* Eine Subdeterminante des Systems einer Determinante D wird im Folgenden 
auch kurz als eine Subdeterminante von D bezeichnet werden. 

Math, ElementaittieUer. 1 


2 §1,2. 

2. Für die soeben eingef&hrten Zahlen l^ besteht die Ungleichung 

(1) lQ+i>l,f 

wenn I^ > isi Entwickelt man nämlich eine Snbdeterminante 
(p + 1)^*^ Ghttdes Yon D nach den Elementen einer Beihe (Zeile oder 
Spalte), so enthält jedes Glied des Aggregates eine Subdeterminante q*^ 
Grades als Faktor; abo ist die Subdeterminante (f + 1)**^ Grades 
mindestens durch die l^^ Potenz von p theilbar. Aber auch ihre 
partiellen Ableitungen nach A^ und A, sind durch jp'e theilbar« Denn 
jede derselben stellt ein Aggregat von Produkten vor, deren jedes aus 
einer der Grossen an bez. &,-« und einer Subdeterminante q^^ Gh»des 
Yon D besteht; also ist in der That l^+i > l^. Für {^ — ist selbst- 
yerständlich Iq+i>Iq» 

Ist Z^ — 0| so ist wegen (1) auch 

Ist daher l^+i > 0, Z^ « 0, so ist 

(2) - Zj- Zg = 1^< l^+i < Z^+, < ••. < In. 

Zufolge dieser Eigenschaft der Zahlen l^ ist der grösste gemein- 
schafUiche Theüer aUer Subdeterminanten (q + 1)^^ Orades durch dm- 
jenigen dUer Subdeterminanten q*^ Orades {heilbar. 

Nunmehr definiren wir n Zahlen ß^, ^, . . . e« durch die n Gleich- 
ungen 

(3) «» ■=■ Z« — Z»— 1, e»— 1 ■=■ Z»_i — Z«— 1, . . . e^ — Z^. 

Diese n Zahlen sind nach (2) positive ganee ZaJden bez. NuU. Aus (3) 

*^^' Z»-ei + ei + --- + e«} 

also ist 

(aAj + bX^yn — (aAj + 6 A,)*x(aAj + 6A,)'^ . . . (aA^ + 6A,)s. 

Jeder einzelae der Faktoren , in welche soeben (aA^ + &A,)'» zer- 
legt wurde, heisst ein Elementartheiler'^ der Determinante der 
Schaar bilinearer Formen, wenn sein Exponent van NuU verschieden 
ist. — Wir denken uns die analoge Zerlegung für jeden in D auf- 
tretenden linearen Theiler ausgeführt; alsdann wird, abgesehen von 
einem von AJA, unabhängigen Faktor, die Determinante D das Pro- 
dukt ihrer sämmäichen Mementartheüer. Sind, in irgend einer Reihen- 
folge geschrieben, 

{OiX^ + biX^u (i — 1, 2, ... m; m < «) 

die sämmtlichen Elementartheiler von D, so ist 

Ci + Cj + CjH |-c„ — «. 

* WeierstraBs, Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften in Berlin 
(gekürzt B M), 1868, S. 881. (Ges. Werke Bd. H, S. 81.) 
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Die Bedeatang gerade dieser Zerlegung Ton D fOr die Theorie 
der bilinearen Formen kann erst an späterer Stelle zu Tage treten. 
Zunächst wollen wir hier ein Beupid für die Zedegung emer Dtter- 
«tMONfe t» MemariairättHer geben. Es sei z.B. 

Ox : 0| — &i : &^. 


und nicht 
Dann ist 


D- 
















Für den Linearfaktor a^i^+^i^ ▼on D wird 

I4-.3, 1,-2, 1,-1, 1.-0, 
also 

«4-1» <v-i» ^-1» «i-O; 

zum Lineariheiler diA^ + ^i^ gehSren also die Elementartheiler 

Dagegen gehört %u Oi ili + &> ^ nur der Elementartheiler 

^^ + ^V 
Daher ist in Elementartheiler zerlegt: 

D - («1*1 + ft^A,) (aA + 61^) (fl^i*i + 61^) («»^ + 6|^). 

In unserem Beispiele haben alle Elementartheiler von D den Ex- 
ponenten 1. 

3. Wir wollen, zu allgemeineren Betrachtungen zur&ckkehrend, 
den Fall naher untersuchen, wo die Elementa/rtheüer von D, die zu 
einem bestimmten linearen Theiler von D gehören, äUe den Exponenten 
Eins haben. 

Damit der Z-fach in D auftretende lineare Faktor p bei der Zer- 
legung Ton D in Elementartheiler stets den Exponenten 1 erhalt, 
muss p in allen Subdeterminanten 

(n — 1)*~ Ghrades von D zur Potenz Z — 1, 

(n — 2)*^* Grades von D zur Potenz i — 2, 


(n — l + 1)*^ Ghrades von D zur Potenz 1 

auftreten (2). Dagegen haben wegen (1) die Subdeterminanten (n 
Grades nicht alle den Faktor p. 


-0" 


ittB 
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Ist umgekekrt für einen Linearfaktor p von D 

80 muss wegen (1) Z».i-* und 

^«—«+1 ==■ 2, 2n— i+t «= 3, . . . In— 1 ■=■ Z — 1 
sein, damit Z» » Z wird. Dann ist aber nach (3) 

Also: e.-«-x- e,-.+i-l. 

Damit ein l-fach in D auftretender Linearfaklor hei der Zerlegung 
van D in Elementa/rtheüer nu/r Exponenten 1 erhaU, ist noihwendig und 
hinreichend, dass er im grössten gemeinschafüichen TheHer aUer Sub- 
determinanten (n — 1 + 1)^ Qrades linear enthalten sei. 

Die oben definirten Zahlen e^ haben die fundamentale Eigenschafl, 

^^ en>en^i^en^,^. . .^e^^e, 

ist. Der Beweis hierfür wird im Folgenden erbracht werden, wobei 
sich zugleich ein neuer Beweis für die Ungleichung (1) ergeben wird. 
Die Zahlen Iq haben abo die Eigenschaft^ dass nicht nur die ersten 

Differemen ,^_ 1,-1,-^(9 -1,2,... n; ?o-0), 

sondern auch die 0u?eiten Differenjsen 

e^ — c^-i(p — l,2,...n; ^—0) 
niemals negativ sind. 

Indem wir im Vorhergehenden (Artikel 1 — 3) durchweg 

setzen, erhalten wir an Stelle von Betrachtungen über bilineare Formen 

von 2nyariabelen x^,x^j. ..Xn und y^, y^,..* yn solche über quadratische 

Farmen von nVariabelen x^^x^y. .. x^. Man hat überall für „bilineare 

Form^^ zu setzen y^quadraüsche Farm"] im IJebrigen bleibt dann das 

Gesagte vollständig bestehen. Der Ausdruck X^A + ^B heisst abo 

eine Schaar von quadratischen Formen, u. s. w. 

4. Im Vorhergehenden haben wir den Begriff ,,Elementartheiler'^ 

für solche Determinanten eingeführt, deren Elemente lineare Formen 

zweier Veränderlichen A^ | A, waren. Dieser Begriff lässt sich aber folgender' 

massen noch heträchüich erweitem: 

Es bedeute 

\aik\ (f,Ä — 1,2, ...n) 

die Determinante eines Systems yon n' Elementen* 

* Die folgenden Betrsichtongen gelten auch für nicht quadratische Systeme, 
denn solche können durch Zofögen von Beihen mit lauter Elementen Null in 
quadratische verwandelt werden. Diese Nullreihen sind aber ohne Einfluss auf 
obige Entwickelungen. 
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diese Elemente seien jetzt entweder gamse 2!(Men — die Null mit 
eingeschlossen — oder ganze Ftmküonen einer oder mehrerer Varicibden. 
Femer bedeute p im ersten Falle eine Primzahl^ im zweiten eine 
lineare bez. irreduktibele Funktion. Unter q yerstehen wir eine ganze^ 
positive Zahly die nicht grösser ist, als der Rang'^ r des Systems 
der aik. Endlich bedeute lg den Exponenten der höchsten Potenz^ zu 
welcher erhoben p in allen Subdeterminanten q^^ Grades des Systems 
der aik auftritt. Da jedenfalls 

(4) l,^h^t (p-l,2,...r5io-0) 

ist [yergL den Beweis von Ui:^leichung (1)], so ist jede der Zahlen 

(5) e^^lg-lg^i (p = l,2,...r) 

positiv und ganz, bez. Null. Dann heisst nach Weierstrass und 
Frobenius** jede der Grössen 

p\ (p-l,2,...r), 

f&r welche €q nicht Null ist, ein Elementartheiler des Systems der 
Elemente auty oder auch, wenn r^n ist, der Determinante |a,jb|; 
p heisst die Basis, e^ der Exponent des Elementartheilers p'Q vom 
Cq*^ Grade. Ein Elementartheiler ersten Grades heisst auch ein linearer 
Elementartheiler.*** 

Wir werden im Folgenden allgemein den grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler aller Subdeterminanten 6*^ Grades unseres Systems 


* Sind nicht alle Subdeterminanten r*«n Grades unseres Systems Null bez. 
identiBch Null, aber alle Subdeterminanten (r-fl)**^ Grades, so heisst r der Bang 
des Systems der a^j^ oder auch, wenn das System ein quadratisches ist, der 
Determinante |a,.;^|. Ist |a^^|-|«0 (nicht gleich Null) bez. =(= (nicht identisch 
Null), so setzt man r^n; sind aUe Elemente a^^ Null bez. identisch Null (=0), 
nimmt man r-aO. (Frobenius, Grelle*s Joum. [79] Bd. 86, S. 1 und S. 148.) 

** Weierstrass, I.e. und Frobenius, Sitzungsb. der Akad. derWissensch. in 
Berlin (kurz citirt: SB), 1894, S. 8a. 

*** Eronecker nannte (BM1874, S.226 [Ges. Werke, S. 406]) einen Elementar- 
theiler ersten Grades einen einfachen Elementartheiler, und demgem&ss hat 
man för ^^1 von mehrfachen Element arth ei lern gesprochen. Wir ziehen 
obige bequemere Bezeichnung mit Frobenius (Grollens Joum. [79] Bd. 86, S. 162) vor, 
die das Wort „einfach*^ zur anderweitigen Verwendung frei lässt. [Vergl. 6c).] 
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der aik — auch Determinanteii 6*^ Grades des Systems genannt — 
mit Dff bezeichnen und, üeJIs &> r ist, 

Da-0 

gesetzt denken. Für r^n ist natürlich D« » | a,» |. 

Der Definition gemäss steckt |> in D^ zur Potenz I^, speciell in Dr 
zur Potenz Ir. Da nach (5) 

ist, so erkennt man, dass Dr das Rrodukt sämmB/icher Elementairiheüer 
unseres Systems ist (vergL Ari 2). 

Da jp in D9 zur Potenz lg auftritt, nach (4) aber l^'^lg^i ist, so 
ist suAer Dg durch Dg^i {heSbar. Daher sind die Ausdrücke 

(6) je; — -g-fj-» Er-i — ^^;---^-Di 

ganze Zahlen bez. ganze Funktionen. Man setzt noch 

und nennt tp tp t? 

bez. den ersten^ zweiten^ . . . nf^ Elementartheller'^ des Systems der 

<iikf oder auch, wenn r '^n ist, der Determinante | <iik |. 

Der Q^ Elementartheiler (ET) enthalt p zur Potenz Cg. Zerlegt 
man also JS^, E^.,.Er besf. in Faktoren, die (von NuU verschiedene) 
Foteneen versdUedener Prirnff^eUer sind, so erhält man sämmäiche ET 
des Systems. 

5* Sowie nun Dg durch Dp^i, so ist auch Eg durch Eg^i theil- 
bar. Denn wir werden jetzt das Fundamentaltheorem beweisen, dass 

Cg ^e^_i 

ist. ZuYor wir den Beweis beginnen, muss noch ein neuer Begriff ein* 
geführt werden: 

Nach der Definition giebt es mindestens eine Determinante qI^^ 
Grades unseres Systems, die genau durch die Ig^ Potenz von p theil- 
bar ist. Jede Determinante q^^ Grades des Systems, welche den Prim- 
theiler p genau zur Potenz lg, abo zur selben Potenz, wie der grosste 
gemeinschaftliche Theiler aller Determinanten ff*^ Grades desselben 
enthalt, heisst nach Frobenius'^ eine in Bezug auf ]!> reguläre Sub- 
determinante q^^ Grades des Systems. Unter den Subdeterminanten 
eines gewissen Ghrades giebt es mindestens eine in Bezug auf einen 

• Vergl. S.I8, Anm.** 
•• Probenius, I.e. S. 82. 
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bestimmten Primtheiler reguläre. Wemi im Folgenden kurz von einer 
regulären Determinante gesprochen wird, so ist stets eine in Bezug 
auf p reguläre gemeint. Bei r^n ist die Determinante \aik\ f&r 
jedes p regüiSkr. 

Wir werden nun die drei folgenden Sätze beweisen, die unter 
sich in engem Zusanunenhange stehen: 

1) Jede reguläre Determinante p'^ Orades des Systems der a^ (q > 1) 
enthält mindestens eine regtdäre Determinante (q — 1)*^ Orades des 
Sffstems als Subdeterminante.* 

2) Jede reguläre Determinante (fi — 1)^ Orades des Systems der 
(^ik (p > 1) ist in einer regulären Däerminante q^ Orades als Suilh 
determinante enihaUenJ^ 

L Es ist stets 

(7) ee>e^-i (p-2, 3,...r), 

oder 

l^-2l^^i + l^^t>0 (p = 2, 8,...r; Zo-0); 

in Worten: 

Der Q** Elementartheiler eines Systems ist stets 
durch den (p-l)**«^ theilbar*** 

Dass Satz I fOr p — 2 gilt, ist evident; denn jedes Element a^ 
enthalt p zur Potenz Z^, also tritt p in jeder Determinante zweiten 
Orades mindestens zur Potenz 21^ auf; daher ist 

k>2k, l^-li>h 
und somit 

e^'^ey 

Wir nehmen nun an, es sei fdr ein bestimmtes q bewiesen, dass 
ia jedem Systeme von Elementen a^ der oben beschriebenen Art 

(8) ßi^^^«8---^^e-i 

sei, und zeigen, dass dann für dieses q nicht nur e^—i^^^i slao der 
Satz I giltig ist, sondern dass auch ftkr dieses und fiir jedes kleinere q die 
beiden ersten Sätze 1) und 2) gelten. Da wir nun oben sahen, dass in 

* Smith, PhiL Trans. 1861(62), vol. 161, S.818; Proc. of the Lond. maih. boo. 
1878, vol. 4, S.287. Stickelberger, Crelle's Journal (79) Bd. 86, 8.88—89. 
FrobeniuB, ebendaselbst (80) Bd. 88 , 8.116. Hensel, daselbst (96) Bd. 114, 
8.68ff. Frobenins, 8 B 1894, 8.88. 

** Hensel und Frobenins am znletzt genannten Ort 

*^ Yergl. ausser der unter * citirten Literatur: Weierstrass, BM 1868, 
S. 881, Anm. (Ges. Werke Bd. 11 , 8. 86). Die obigen Entwickehmgen geben wir 
flach Frobenins, 8B 1894, 8.38 flg. 
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jedem Systeme €| < ^ ist^ so sind damit alle drei Sätze mit einem 
Schlage bewiesen. 

Greifen wir, um jetzt zum Beweise überzugehen, eine Deter- 
minante Q^^ Ghrades (p > 2) unseres Systems der a^ 

heraus^ die nicht (identisch) Null ist. Der Primtheiler p soll im 
grössten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten <^ Grades 
von M zur Potenz H, enthalten sein, in M selbst also zur Potenz lg. 
In M giebt es mindestens eine Subdeterminante (q — 2)**^ Ghrades, 
welche genau durch die 1^^%^ Potenz von p theilbar ist; eine solche 
werde mit T bezeichnet. Alsdann ist nach einem bekannten Satze 
über Systeme von Subdeterminanten 

(9) MT^P8-QB, 

wo P, <?, B, S Subdeterminanten (q — 1)*«" Grades Ton M sind. Die 
linke Seite Yorsteh^ader Gleichung ist genau durch die 

Ge + ^i-i)** Potenz 
Yon p theilbar, die rechte mindestens durch die 2Z^..i^; daher ist 

Iq+ Z^ — 1 > 2{^.i, 
oder 

Da femer die Ungleichung (8) nach Voraussetzung fClr jedes System, 
also auch für das von Jf, gilt, so ist 

(10) i[-K^n-i[^-'^K-^i-ii-t<ii-V^^u 

wo Iq^O zu setzen ist. Da, wie schon bekannt, 

ist, "so gilt der auf (10) sich stützende Beweis unserer Sätze auch 
für p — 2. 

Nunmehr wollen wir irgend eine Subdeterminante unseres Systems 
der aik 

Tom Grade p — 1 mit der Determinante M in Beziehung setzen. 
Aus L geht dadurch eine Determinante q**^ Grades 

hervor, dass man die Zeile und Spalte, in welcher das Element a^v 
von M steht, zu L hinzunimmt. Gehört das Element a^^ einer B.eihe 
von L an, so ist £^,»0 zu setzen. 
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Dann gilt nach Eronecker* die Identität 

Entwickelt man die linke Seite derselben nach Potenzen Ton L, so 

kommt: 

(11) L^M-^Ln-^Mj^ + 2>-»-af,+ ..- + Jfp, 

wobei Ma (<y » 1, 2^ . . . p) homogene Funktionen 6*^ Orades der 
Grossen 2/^» bedeuten^ deren Eoefficienten Subdeterminanten (fi — ö)^^ 
Grades von M sind. 


* Eronecker, Grelle's JoQnial(70) Bd. 72, S. 168; Frobenius, SB 1894, 
S. 34. Letzterer zeigt daselbst, dass der Er.'sche Satz eine Folgerung des nach- 
stehenden Satzes von Sylvester (Phil. Mag. 1861, S. 279; Frobenius, Grelle*s 
Journal (79) Bd. 86, S. 64; SB 1894, S. 242) ist: Greift man dM» einem Systeme van 
JElementen a^j^ eine Determmante 


\i 


I \l* '^^ Xj , • • • %Q , A ^ä* Am , ■ • • Aoj 


vom ^ Grade tind eine DeUrminanU 

vom 6^«» Grade heraus tind büdet die c* Determinanten 

(q + 1)^ Grades, so ist identisch 

*1» ^ • • • *Xf ^« *I» •'l • • • *|» Vj 










Xr^ff 


Für den zweiten Faktor rechts wollen wir kurz 

a 9 a 

schreiben; femer sei tpecieU £'»q-\-1. Dann wird, wenn wir weiter voraussetzen, 
dass P und 8 keine Beihe des gegebenen Systems gemeinsam haben, für 


>» 


(l*«f*ii-'f*5» «'=-«'x»---«'P 


P zu P — Pa , und somit unsere vorstehende Identität zu 


P^^-'Pa^^l^I^ 




Der zweite Faktor rechts ist aber NuU, weü in dieser Determinante 
(29-fl)^«n Grades alle Elemente Null sind, welche die letzten q-\-l Zeilen mit 
den letzten ^ -f 1 Spalten gemeinsam haben. Also ist 

|P^^-Pa^J-0, 

und das ist die Kronecker'sche Identität, Haben P und 8 Beihen gemein, so ist 
durch wiederholtes Hinschreiben von Beihen ein System zu schaffen, wo dies 
nicht mehr der Fall ist. Dadurch ergiebt sich sofort die oben angegebene dies- 
bezfigliche Vorschrift. 
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Der Primtheiler p sei in £ zur Potenz l und im grSssten gemein- 
schaftlichen Theiler aller Determinanten L^^ zur Potenz V enthalten. 
Also enthalt L^^^Ma den Faktor jp mindestens zur Potenz 

L^ M enthalt p genau zur Potenz 

Nun ist 

wegen (10) aber 

Z^-^a — l^— a— x<i^— * ^?— 1 (<^ — 0> 1> • • • P ""!)> 
mHhiyi 

(12) Ta+i-Ta^G'-O-Gi-iJ-l) (<y-0,l,...p-l). 

Wir behaupten nun, dass 

(13) V-l^V^-Vti^x 
ist. Denn wäre 

so wäre nach (12) 

also 

T<r+1> Ta (<f — 0, 1, ... p — 1) 

oder 

l^p > T^ — 1> . . . > Tj > T0. 

Nun enthalt aber die linke Seite Ton (11) den Primtheiler p genau 
zur Potenz x^j abo kann ihn nicht jedes Glied der rechten Seite zu 
einer höheren Potenz enthalten. Also gilt die Beziehung (13), die 
man auch schreiben kann 

(14) V,+ l>V,^i+V:, 

bedeutet nun A' den grSssten gemeinschaftlichen Theiler aller Super- 
determinanten* von £, so ist sicher 

V ^ X\ 
und somit wegen (14) 

Damit haben wir den wichtigen Satz gewonnen: 

3) Das Produkt zweier Determinanten q*^ und (q — 1)"" Qrades 8q 
hesf. S^^t eines Systems ist {heilbar durch das Produkt aus dem grössten 
gemeinsehafflichen Theiler aUer Subdeterminanten (q — l)'^ Qrades von 8g 
und dem grössten gemeinschaftlichen Theiler oMer Superdeterminanten 
qf*^ Qrades von S^— i.** 

* Ist JB eine Subdetenninante von A^ bo heisst A eine Saperdetennmante 
von B. 

** Der Satz Iftast sich noch verallgemeinern. Yergl. Proben ins, 1 c. 8. 86. 
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it Hilfe dieBee Satzes kommen wir rasch ans ZieL Wir wählen 
jetzt fOr L und M reguläre Determinanten (jf — \y^ bez. q^^ Grades 
unseres Systems. Dann ist 

und (14) geht in ^ *" '^-*' ^^^ ^^' 

Aus den beiden ersten der drei letzten Ungleichungen folgt 

und somit ist w^en der dritten 

Analog findet man ., . 

Damit sind aber die Sätee 1) utul 2) für den betrachteten Werth 
von Q und für jeden Ueineren bewiesen. Nach Satz 1) ist femer, da M 
regulär ist, I^-,-i,-„ 

und deshalb wegen (10) 

oder 

Damit sind unsere Sätze 1), 2) und I allgemein beunesen. 

6. Die Bedeutung der Sätze 1) und 2) für die Theorie der ET 
wird im Folgenden erst zu Tage treten; in Satz I dagegen haben wir 
einen ersten Fundamentaisatg Ober ElementarlheHer gewonnen. Wir 
werden aus ihnen zunächst einige Folgerungen ziehen: 

a) Ist Ton den Zahlen li,l^..*lr die Zahl Iq>Oj aber I^.i-»0, 
so ist nach (4) auch 

Zj— j— I^— 8«" •••-*• ?i — 0; 
da nach Voraussetzung j j ^ 

ist, so sind nach Satz I auch 

Ton Null yerschiedene, positive ganze 2iahlen. Die DifiFerenzen 

Z^-f 1— Zf, Ij + f — Zj + l; • • • Zr— Ir — l 

sind daher grösser ab Null; mUhin ist unter der gemachten Varaussebnmg 

(15) 0-Zi-J, Zj-i<Ze<Wi<"<^r, 

wie wir dies fBr einen Specialfall schon in 2 nachgewiesen haben 
[▼ergl. (2)]. Femer hat man 

(16) Cr^er-i^--^c^>0, 
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Zur Basis p gehören also hier die ET 

des Systems. Enthalt der r^ ET unseres Systems den Primtheiler p 
linear^ so ist p ein linearer ET des Systems (4), und sammtliche zur 
Basis p gehörende ET sind nach (16) ebenfalls linear. Dies tritt ein^ 
wenn p, das in Dr zur Potenz Ir auftritt, in 2)^ — i zur Potenz Ir—l 
vorkommt. Also gilt der Satz: 

4) Damit die smr Basis p gehörenden ET eines Systems vom 
Bange r nur Exponenten 1 habend ist nothicendig und hinreichend^ dass 
der in aüen Determinanten r^ Orades zur Potenz Ir auftretende Prim- 
theüer p in aUen Determinanten (r — 1)*^ Grades zur Potenz Zr— 1 
auftritt. 

Ein anderes E^riterium fQr das Vorhandensein lauter linearer ET 
von gegebener Basis lernten wir f[Lr einen Specialfall in 3 kennen; 
dasselbe gilt auch hier und lasst sich leicht f&r ein System vom 
Bange r yeraUgemeinem. 

b) Jeder Primtheiler p^ der in D^ zur Potenz {^(> 0) enthalten 
ist, tritt wegen (15) auch in E^ auf und zwar zu einer Potenz, die 
kleiner oder gleich lg und nicht Null isi Jeder TheHer von Dq ist 
sonach ein Theüer von Eqj und umgekehrt. 

c) Wie wir wissen, ist Dr das Produkt sammtlicher ET unseres 
Systems; da nun für einen Primtheiler p 

ist, so findet man mit Bücksicht auf (16) Dr^i aus den ETn 


|)«r, J)*r— 1^ . . . g«r, J«r— : 


f • 


• • 


des Systems, indem man die ET höchsten Grades p'r^ S^'*. . • ^ die zur 
Basis p, q... gehören, weglasst und das Produkt der übrigen ET 
bildet; analog findet man Dr—t u.s.w. Sind also der Bang und die 
ET eines Systems bekannt, so kann man auf diese Weise die grössten 
gemeinschaftlichen Theüer D^ berechnen. Man kann aber auch auf 
Orund von (16) den ersten, zweiten, .. .r*^ ElementartheUer sofort hin- 
schreiben: 

Die höchsten Potenzen von J>, ff, • . . sind die Faktoren von Er, die 
zweithöchsten diejenigen yon Er^i, u. s. w. So besitzt in unserem 
Beispiele S. 3 die Determinante D den ET (Pi^ + b^X^) dreimal, 
ausserdem den ET (fl^^i + b^^)] daher ist 
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Nennen wir p^q einen einfachen Elementartheiler*, Ea {p = 1^ 
2^...n) einen zuBammengesetztenElementartheiler des Systems 
der Hijty so ist durch die Betrachtungen in 4 die Berechnung der ein- 
fachen ET aus den zusammengesetzten; durch vorstehende hingegen 
die der zusammengesetzten ET aus den einfachen gegeben. Wird von 
einem ;,ET'^ schlechthin gesprochen, so ist stets ein ^^ einfacher '^ gemeint. 

Stimmen f&r zwei Systeme der Bang und die einfachen ET 
fibereiu; so stimmen auch die zusammengesetzten ET beider Systeme 
überein, ebenso die grossten gemeinschaftlichen Theiler ihrer Sub- 
determinanten gleich hohen Orades. Auch das Umgekehrte ist richtig. 

d) Nun eine Folgerung aus 1)1 Ist R eine reguläre Determinante 
Q^*^ Grades des Systems, so enthalt sie nach Satz 1) eine regu^e 
Determinante (jf — 1)*^ Grades als Subdeterminante, letztere hat wieder 
nach 1) eine reguläre Determinante {fi — 2)^*^ Grades als Subdeter- 
minante, u. s. w.; p tritt also im grossten gemeinschaftlichen Theiler 
aller Subdeterminanten 0*^ Grades von B genau zur Potenz la auf 
(<f «-> 1, 2, . . . (f)\ die ewr Basis p gehSrigen ET emer in Bezug auf die 
Basis p regulären Determinamie des Systems der a^t sind zugleich ET 
des gegebenen Systems. 

e) Zum Schlüsse eine zweite Folgerung aus 1). Jede Determinante S^ 
Tom Q^^ Grade aus den aa ist durch den grossten gemeinschaftlichen 
Theiler T^— 1 aller Subdeterminanten {q — 1)*^ Grades von 8g theil- 
bar (4). Ist Sp regulär^ so enthalt es den Faktor p genau zur Potenz lg, 
Tg^i enthalt ihn wegen Satz 1) genau zur Potenz Ig—i^ und somit 
tritt p im Quotienten gg 

zur Potenz , - 

lg— Ig^f^eg 

auf. Dies besagt^ da in ^p der Faktor p zur Potenz eg auftritt (4): 
5) Der q^ ElementarUheiler eines Systems von Elementen an ist der 
grSsste gemeinschafüiche Theiler der Quatientenf ufdche man erhalt, indem 
man jede Determinante q*^ Grades des Systems durch dm grossten 
gemeinschafUichen Theüer ihrer Subdeterminanten (fi — 1)*^ Orades dimdirt. 
Dieser Satz lässt den q*^ Elementartheiler eines Systems selbst als 
einen grossten gemeinschafUichen Theiler erscheinen^ wahrend er früher 
als Quotient zweier solcher Theiler definirt wurde. Smith definirte 
zuerst den qf^ ET auf vorstehende Weise als grossten gemeinschaft- 
lichen Theiler.** 

* Nach Frobenins. Letzterer braucht die Bezeichnung „zusammen- 
gesetzter ET'' in anderem Sinne. Yergl. Grelle*8 Joum. (79) Bd. 86, S. 162. 

•• Smith, Phü. Trans. 1861 (62), vol. 161, S. 818. Die Benennung „^to« ET" 
fthrte Frobenius (Grelle*B Joum. (79) Bd. 86, S. 148) ein. 
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7. Vertauscht man im Systeme der an parallele Reihen, so bleibt 
die Gesammtheit der Determinanten a*^ Grades (<f » 1, 2, • . . n), welche 
man aus ihm entnehmen kann, abgesehen Tom Vorzeichen, ungeändert; 
daher bleiben der Bang r, die Zahlen I^, e^ und die Ausdrficke 2>^, E^ 
dieselben. 

Dies Yorausgeschickt nehmen wir nun einmal an, dass in unserem 

Systeme a^-a^i, 

dass also das System ein symmetrisches sei. Ueber ein solches System 
wollen wir nun mit Hilfe von Satz 2) in 5 einen f&r spätere Eni- 
wickelungen höchst wichtigen Satz ableiten.* Zuimohst fBhren wir f&r 
solche Systeme einen neuen Begriff ein: 

Eine Subdeterminante eines symmetrischen Systems, deren Diagonal- 
elemente der Diagonale des Systems angehören, wird eine Haupt- 
unterdeterminante genannt; dieselbe ist ebenfalls symmetrisch. 

Angenommen nun unter den Hauptelementen sei kein reguläres; 
dann sei a^ ein reguläres Element Die Hauptunterdeterminante 
zweiten Grades ^ ^ ^ s 

enthält dann p genau zur Potenz 2Z^; ako ist 
wir wissen aber, dass die Ungleichung 

besteht (5). Daher muss ? „ oz 

sein, und die Determinante au akk — ^a ' ist sonach regulär. 

Um jetzt zu allgemeineren Betrachtungen überzugehen, nehmen 
wir an, dass die Hauptunterdeterminante 

vom (ff — 1)^*^ Grade regulär sei, dagegen keine der Hauptunterdeter- 
minanten Q*^ Grades 

wo i> Q — 1 isi Dann giebt es nach 2) eine reguläre Subdeter- 
minante (f*^ Grades 

Äik^^±a^a^ . . .a^— 1,^-1 aj», 

welche Ä^^i enthält Setzen wir dann fär p + l^r 

so ist nach der Determinantentheorie, da in J^ 4.1 

* Yergl. zum Folgenden: Frobenins, SB 1894, S. 36 flg. 
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adj. ajb» = -ä<,-, 

adj. 0,4 -> — ^4 
ist; 

(17) -4^—1-4^+1— Äii Ajth — -^i!*. 

Nun hat J^i^ den Faktor p genau zur Potenz I^, An und ^ik 
haben ihn zu höherer Potenz; steckt daher p in ^+1 zur Potenz V^^u 
80 ist, weU Äq^i reguSLr ist, wegen (17) 

(18) Ip-i + ?J+i-2I^, 

und somit . ^ ., 

*9+i^*9+i- 

Da aber andererseits p in D^+i zur Potenz 1^4.1 und in der ein- 
zelnen Subdeterminante Aqj^i zur Potenz {^4.1 auftritt, so ist sicher 

'9+1 ^ ^i+i5 
aus den beiden letzten Ungleichungen folgt aber 

(19) k+i - l',+t, 

d. h. A^j^i ist regulär. Femer ergiebt sich aus (18) und (19) 

C^ + l ^ ^Q» 

Bezeichnen wir jetzt allgemein die Determinante 

unseres Systems mit ^^ (Ai""^i)9 ^^ können wir auf Grund 
der eben angestellten Betrachtungen unser gegebenes System durch 
passende Anordnung der Zeilen und entsprechende der Spalten, cfme 
äko die Symmetrie (mfeuMben^ in ein auderes so umformen, dass die 
Beihe der Hauptunterdeterminauten 

Aif A^f • • • Ar 

folgende Eigenschaften hat: 

6) M Ag nicht regulär^ so sind nicht nur A^^i und ^+1 regulär, 
sondern auch 

niber nicht 

Cg — ^± fliiÖM . . • a^-i,^-ia^+i, ^+1 ; 

femer ist stets Ar regulär. 


16 8 1, 7-8. 

Falls Är^i nicht regulär ist^ so ist das zuletzt Behauptete nach 
dem Vorhergehenden, als richtig Erwiesenen, giltig. Ist aber Är^i 
regulär, und wird oben p » r, also 

u. s. w. gesetzt, so ist nach (17), da hier Är^i f» zu nehmen ist, 

wären nun die Hauptunterdeterminanten, welche Jr— i enthalten, alle 
nicht regulär, so gäbe es wegen Satz 2) eine reguläre Determinante 
Äiky die rechte Seite yorstehender Gleichung enthielte p genau zur 
Potenz 2lr, die linke zu einer höheren Potenz. Es muss daher eine 
reguläre Hauptunterdeterminante r^^ GhtMles geben, welche Är^i ent- 
hält, U.S.W. 

Zugleich hat sich folgender Satz über ET ergeben: 

Qiebt es in Beeug auf einen PrimOieüer p eine reguläre Haupt- 
Unterdeterminante {q — 1)*^ Grades^ dagegen ieine reguläre Haupt- 
unterdeterminante q*^ Orades^ wdche die erstere enthält^ seist für Q + l'^r 

8. Ziehen wir neben unserem Systeme von n' Elementen a^ ein 
zweites von n' Elementen hik, die mit den aa gleichartig sind, in Be- 
tracht, so erhalten wir aus beiden durch Composition ein drittes 
System von n' Elementen 

Ci*— a<i6i* + aithk + ö<8&8»H h OinKk (», & — 1, 2.. .n) 

derselben Art. Es entsteht nim die fOr imsere Theorie fundamentale 
Aufgabe, die tsusammengeseteten ET dieser drei Systeme mit einander 
in Bessiehung zu setzen. Diese wird durch folgendes Theorem gelost: 

n. Der tf** Elementartheiler eines Systems, das aus zwei 
(oder mehreren) Systemen gleicher Art componirt ist, 
ist ein ganzes Vielfaches des a^^^ Elementartheilers 
jedes dieser Systeme.* 

um dasselbe zu beweisen, bezeichnen wir allgemein den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten qf^ Grades des 
Systems der b^ ii^it B^^ das der Cn mit C^; der Primtheiler p sei in 
Bq zur Potenz /)9, in C^ zur Potenz y^ enthalten. Es sei femer 

i""|6«i| (x « Xj,... x^^i; A «=• ^1,... A^— i) 

eine reguläre Determinante {fi — Ij^ Grades aus den b^ und 

* Smith, PhiL Trans. 1861 (62), vol. 151, 8. 320; Proc. of the L. math. soc. 1873, 
ToL IV, S. 244. Frobenias, Grelle's Jonrn. (80) Bd. 88, S. 114 n. SB 1894, S. 40 
U.S.42. Hansel, Grelle's Joom. (96) Bd. 114, S. 110. Obiges nach Frobenias 
a. letztgenannten 0. 


Definition und allgemeine Eigenschaften der Elementartheiler. 17 

eine reguläre Determinante q^*^ Grades aus den ca * Wegen Satz 1) 
enthält dann der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeter- 
minauten (q — l)^*^ Orades von M den Faktor jp genau zur Potenz y^^i. 
Nun betrachte man das System 

^«11^ ^»11^^ — 1 ^«11*1 ^*Xf»^ 




•^— 1 -fi$'i ~nt "o 


und denke sich dieses System im Artikel 5 zum Systeme der an ge- 
wählt, nehme f&r die Determinanten L und M daselbst die oben an- 
gegebenen Determinanten L und M und wende die Formel (13) an. 
Man erhält, da jetzt 

zu setzen ist, ,# ,. ^ 

Z'- /J^-i S y^ - y^-i. 

Eine Determinante X^, hat die Gestalt 


&<^— l.ii • • • ^»p— i,i^— 1 &x^-»i,» 


(p = fil, ...fi^, i/-i/i,...v^), 


ist also eine homogene lineare ganze Funktion von n Determinanten 
<>*•« Grades des Systems bi,i,... 61,2. ^ 61,, 


wie sich wegen (20) durch Zerlegung von jL^, sofort ergiebt. Also 
enthält jL^, den Faktor jp mindestens zur Potenz ß^, es ist 

und somit a ^ 

^ „.„ P? - P^-i ^ y? - y?-i> 

W. Z. D. W. 


• Iflt r^iff) der Bang des Systems der €^4(6^^)1 ßo ist r^K^Tf^^ da jede 
Determinante 0*«^ Grades aus den c^^ eine lineare Form der Determinanten 
0*«A Grades ans den b^j^ ist (Baltzer, Determinanten, Leipzig 1881, fElnfte Anfl., 
§ 6; vergl. auch 10). Ist daher p^r^« ^^ ^^^ ^^^^ ^:^*'6* 

Muth, Elementartbefler. 2 
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§1, 9. 


9. Lässt sich der d>€n gewonnene Ftmdamentals(U0 umkehren? Ehe 
wir auf diese wichtige Frage eingehen , müssen wir uns näher mit der 
Gomposition von Systemen befassen. Dies wird im nächsten Paragraphen 
geschehen; hier soll zuvor noch eine f£Lr spätere Anwendung wichtige 
Eigenschaft der Subdeterminanten unseres Systems der ant (4 — 7) dar- 
gelegt werden; die früheren Bezeichnungen behalten wir bei. Seien nun 


P^\ani\y ö = |ax»| 


h 


^} ^27 


iJ=la 


Vi.l» 


S 


A ^^ Atf m Ao • • • • A^ 


*A 


«"'l^v 


*t— ftl»ftl 


Vi, Vi, 




vier Determinanten q^^ Grades aus den aik\ die Indices v^ . . .v^ können 
zum Theile mit den Indices >t^ . . . A^ übereinstimmen, ebenso die In- 
dices (ii . . , fig mit den Indices 94 ... x^. Ist dieses der Fall, so 
verschaffen wir uns durch wiederholtes Hinschreiben von Beihen ein 
neues System, in welchem dasselbe nicht mehr der Fall ist. Für das 
neue System sind die Grössen 2)^, Ig u.s.w. dieselben, wie vorher, da 
alle neu hinzukommenden Determinanten q**°^ Grades (identisch) Null 
sind. Nun ist nach dem Satze von Sylvester in 5, S. 9, Anmerkung: 


(20) 


P^, I - P«-' 


WO 


P/«y = I aat\ (<y -=• Xi, . . . x^, fi; r « Aj, . . . X^, v) 

ist, und das System der Determinante rechts aus denen von P, Q, i2, S 
in bekannter Weise gebildet ist. Setzt man mm in den Determinanten 
von (20) für a^. Null, so erhält man wie S. 9, Anmerlamg, 

üxl €txv 


oder ^/** 

(21) IPa^.-P^.l-^P^-'QB. 

Jetzt entwickele man die linke Seite von (21) nach Potenzen 
von P; es wird bei geeigneter Umstellung 

(22) P^S - P(f'^QR = (PS - QR)Pq-^ 

^S^P^-^ + S^Pd-^ + '-'+Sg, 

wo 5(($ = 1, 2, . . . p) eine Summe von Produkten aus Determinanten 
(q — s)^^ Grades aus dem Systeme von S und Determinanten g***^ 
Grades aus den P^, vorstellt. Jede von den letzteren Determinanten 
ist aber wiederum nach obigem Satze von Sylvester gleich einer 
Determinante (jf + 5)*«^ Grades des gegebenen Systems der ant mul- 
tiplizirt mit P»~"*. Also enthält 
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den Faktor p mindestens zur Potenz 

Z^-5 + ?p+5+ (? - 1)^ = ^^5 (5 « 1, 2, . . . q), 
wenn p in P zur Potenz { auftritt. Nun ist aber wegen I in 5 

also - >>- 

Daher tritt p in (22) rechts mindestens zur Potenz 

auf. ^1 "" h-^ + h+y^ + (P - 1)^ 

a) DoÄer rnttös p in pa _ qj^ 

mindestens eur Fotenis Ig^i+l^+i cmfireten. Da stets nach I 

ist, so hat dieses Resultat nur dann Bedeutung, wenn 

igt. l^^i + l^+i>2l^ 

h) Ist Q^ r, also gleich dem Bange des Systems^ so toürd 

P8-QB^0* 

weil die Determinanten (r + g)*^ Grades jetzt alle Null sind. Diese 
Bemerkung kann man benutzen, um den Satz zu beweisen: 

c) Der Bcmg r einer sckiefsymmetrischen Determincmte \ üik \ ist 
stets eine gerade Zahl?* 

Denn wäre r ungerade, so betrachte man eine Determinante 
r*«-Grades B^\a^i\ (/*«,*,,...,*., A « ;i„ ... A,) 

aus den Oj», die nicht Null ist. Dann wird 

ö — |OiM I (* " *1> • • • *r, f» — f»i, . . . f*r) 

nicht NuU sein, da ^„ jj(_i)r jj 

ist. Nach obigem Satze b) wäre dann das Produkt der Determinanten 

^^ S«|a^^'| (/*, f*'- ft V . f*r) 

gleich — Ji^ also nicht Null, während doch P und 8 als schief- 
symmetrische Determinanten ungeraden Grades beide Null sind; also 
ist r gerade^ w. z. b. w. 

Zum Schlüsse dieses Paragraphen bemerken wir noch, dass ÄUes 
in Artikel 4—9 Gksagte Wort für Wort gütig Ueibt, icenn toir unter 
den üik ganze Grössen eines hdiebigen Körpers von algdfrcnscJien ZaJden 
oder Funktionen, unter p einen toirUichen oder idealen Primfheüer 
in dem betrachteten Körper verstehen. 

• FrobeniuB, Crelle'a Joum. (77) Bd. 82, S.240. 
•• ProbeniuB, 1. c. S.242. 

2* 
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§ 2. Symboliselies Reehnen mit bilinearen Formen** 

10. Wir betrachten ein System 


• • • • 


• • • 


von n* Elementen a^ beliebiger, aber unter sieb gleicher Art. Die 
aik brauchen also jetzt nicht mehr ganze Grössen zu sein, es können 
irgendwelche Zahlen eines algebraischen Zahlenkörpers — z. B. irgend- 
welche rationale Zahlen — oder beliebige Funktionen einer oder 
mehrerer Yariabelen, u. s. w., sein. Dieses System Yon n' Elementen 
fassen wir mit Frobenius im Bude einer büinea/ren Form 

-4 '^^aitxttfk (t, Ä «- 1, 2, . . . n) 

zusammen, deren Eoef&cientensystem eben jenes System der a^ vor- 
stellt, deren Determinante also mit der Determinante 

\aii\ (i, fc = l,2, . ..n) 

identisch ist. Die Form A heisst eine ordinäre oder eine singulare, 
je nachdem ihre Determinante | a; & | nicht Null bez. nicht identisch 
Null oder Null bez. identisch Null ist. 

a) Multiplikation. 
Wir ziehen nunmehr neben der bilinearen Form A eine zweite 

bilineare Form ^ -^ri, /• 7 < « \ 

B ^2^bikXiyk (f, »J — 1, 2, . . . n), 

die, d.h. deren EoefEcientensystem, mit A bez. dem Systeme der aik 
gleichartig ist, in Betracht. Aus beiden Formen leiten wir alsdann 
eine dritte bilineare Form 

gleicher Art ab. Yon dieser Form P sagen wir, sie sei aus den 

Formen A und B zusammengesetzt, und bezeichnen dieselbe mit 

ABy wo A und B in dieser Reihenfolge zu nehmen sind. Wir nennen 

die Form P auf Grund der symbolischen Gleichung 

(2) P^AB 

geradezu das Produkt der Formen A und B, A und B die Faktoren 

des Produkts. 


* lieber die Entwickelang dieser Theorie vergl. Encyklopädie der mathem. 
Wissenschaften, Leipzig 1899, Bd. I, S. 169, Anmerk. 19. Obige Darstellung 
schliesst sich an Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, 
Grelle's Journal (78) Bd. 84, S. 1 flg. an. 
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Wo also im Folgenden ein Produkt AB von Formen auftritt, ist 
dasselbe symbolisdi aufzufassen, während die Addition und Subtraktion 
Yon Formen im gewöhnlichen Sinne zu nehmen ist. 

Die Bildung des symbolischen Produktes zweier Formen setzt 
Yoraus, dass dieselben von gleichviel Variabelenpaaren abhängen; trifft 
diese Voraussetzung nicht von vornherein zu, so kann man dadurch, 
dass man zu einer der Formen Glieder mit Eoefficienten Null hinzu- 
fügt, bewirken, dass beide Formen von gleichvielen Variabelenpaaren 
abhangen. 

Nach (1) ist nun 

(3) ^-^'«•»«'If"^^"!^^* 

WO i, J;, Z » 1, 2, . . . n zu setzen ist. Für 

(4) P'-^PikXiyk (i,Ä = l,2,...n) 
wird somit 

(5) Pik'^^aiihik (^ — 1,2, -..n). 

Bezeichnen wir allgemein die Determinante einer Form 

^^^OikiXkyk (t,* — 1,2, ...n) 
mit \Ä\j so ist wegen (5) 

oder es ist I I "" I I I I 

(6) \ÄB\^\Ä\.\B\. 

Das System der Determinante \AB\ ist aus denjenigen von \Ä\ 
und I £ I in gaws bestimmter Weise componirt (zusammengesetzt), wenn 
P ^ AB aus A und B zusammengesetzt ist. 

Jede Subdeterminante q^^ Grades von \AB\ ist femer wegen (5) 
eine homogene lineare ganze Funktion der Subdeterminanten q^^ 
Grades von |^| und eine ebensolche Funktion der Subdeterminanten 
Q^ Grades von | B \. 

IL Für die symbolischen Produkte gilt 
1. das distributive Gesebs. Denn ist 

C^^CjkXjyk (f,Ä; — 1,2, ...n) 
eine weitere bilineare Form, so ist nach der Definition 

und aomit 

(7) A{B -\- (T) ^ AB + AC. 
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Ist D^^daXiV, (f,*-l,2,...w) 

eine weitere bilineare Form^ so folgt aus (7) 

(8) {A + B){C + D) - (-1 + B)G+{A + B)D 

^(ÄC + BC + AD + BD). 
Sind a und & konstante Grossen, so ist per definit. 

(aA)B = A(aB) - a^JB, 

wecren (7) also 

^ ^ ^ (aA + bB)C « aAC + &-BG; 

femer ist i >• i • i >i i 

\aA\'^a*\A\. 


Es gilt femer für diese Produkte 

2. das assöciative Gesetz. Denn (^J5)C entsteht nach (1) dadurch, 

dass man in B zuerst gj^ 

Xi = -5 — 

und dann ^q 

setzt, (AB)C hingegen dadurch, dass man diese Handlungen in um- 
gekehrter Folge Yomimmt. Nun ist es aber gleichgiltig, in welcher 
Reihenfolge man diese Handlungen yomimmt; es ist daher 

{AB)C^A(BC). 

Durch diese Gleichung ist die Schreibweise ABC ff\x (AE)C ^ A(BC) 
gerechtfertigt. Nach dem eben Gesagten ist 

(9) ABC-^ba^.§^ (i,h -1,2,... n). 

Femer wird wegen (6) 

^^^^ \ÄBC\-\iÄB)C\~\AB\.\C\~\Ä\.\B\.\C\ 

(10) \ÄBC\-=\Ä\-\B\-\C\. 

Nach dem am Schlüsse yon 10 Gesagten ist jede Subdeterminante 
Q*^ Grades von | ^J5C7 1 eine homogene lineare ganze Funktion der 
Subdeterminanten q*^ Grades von |^| bez. von \B\ oder |C|. 

Ist P » ABC, so entsteht das Koef&cientensystem Ton P aus den 
Systemen yon A, B und C dadurch, dass es aus ihnen in ganz be- 
stimmter Weise successiye zusammengesetzt wird, derart, dass das 
System yon A zuerst mit dem yon B, und das so erhaltene System 
wieder mit dem System yon C, oder auch zuerst das System yon B 
mit dem yon (7, und das neue System mit dem yon A — immer in 
ganz bestimmter Weise — zusammengesetzt wird. 

Die yorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf Produkte 
yon yier und mehr Formen ausdehnen. Man hat 
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AiBCB) - {AB) (CD) -= (ÄBG)D = ABCD, 
n. s. w, 

Ist 

S ^'SjsikXi tfk, T ^^tik Xi yjt (i, Ä = 1 , 2, . . . w) 

und "^^ "^^ 

(11) B^SAT 

so gellt nach (9) B dadurch aus A hervor^ dass in A 


dT 

»<— ^« tiiyi+ ti^y%+ VtinVn 


(i«l,2,...n) 


gesetzt wird^ oder es geht, wie sich Frobenius kurz ausdrückt,* die 
Form A durch die linearen Substitutionen S und T in die 
Form B über. Das symbolische Produkt B^^SAT erscheint also 
bei dieser Auffassung als der Ausdruck einer linearen Substitution für 
jede der zwei Reihen Veränderlicher, wobei nur in der trcmsformirten 
Form B die neuen Veränderlichen wieder mit Xi bez. y,- bezeichnet 
werden. Nach (10) besteht &ür die Determinanten der Formen A und B 
und die Determinanten der linearen Substitutionen 8 und T, wenn 
B-^SAT ist, die Gleichung 

\B\^\8l\A\.\T\. 

Wenn in (11) die Form 8 das Produkt zweier Formen U und V 
ist, so heisst die Substitution 8 ebenfalls das Produkt der beiden 
Substitutionen {7 und Foder die aus 27 und F zusammengesetzte 
Substitution. Die Systeme der Substitutionskoefficienten der Sub- 
stitutionen 27 F, U und F stehen in dem Zusammenhange, dass man 
das erste aus den beiden letzten durch Gomposition erhält (10). 

Die Substitution UV geht — unsymbolisch gesprochen — aus 
den Substitutionen U und F dadurch hervor, dass in 

^^^ (*-l;2,...n) 
für die Xi 

substituirt wird. Denn man erhält -x — } indem man in F die zuletzt 

angegebene Substitution (12) yomimmt, d. h. UV bildet, und dann nach 
yi differentiirt; diese Handlungen dürfen aber auch in umgekehrter 

• Crelle'8 Jonm. (79) Bd. 86, S. 149. 
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Reihenfolge vorgenommen werden^ wodurch unsere Behauptung erwiesen 
ist. Oder auch: die Substitution UV bewirkt^ da 

{Ur)A^U{yA) 

ist^ dass in A zuerst für die Xi die Substitution V ausgeführt, und 
hierauf 9 wenn in der transformirten Form die neuen Yariabelen wieder 
mit Xi bezeichnet werden, in letzterer f&r die Xi die Substitution U 
Yorgenonmien wird. Ist hingegen, um die Substitution für die yi 
zu betrachten, 

so wird in A zuerst die Substitution {7, dann in der transformirten 
Form die Substitution V für die t/i auszuführen sein. — Hier ist abo 
auf die Stellung der Buchstaben genau zu achten, wenn man von der 
symbolischen zur unsymbolischen Ausdrucksweise übergeht. 
Es gilt für unsere symbolischen Produkte aber nicht 

3. das commutative Gesetz; denn die Formen AB und BA sind 
im Allgemeinen verschieden. Im Falle 

AB^BA 

ist, heissen die Formen A und B vertauschbar. 

Sind B und C mit A vertauschbar, so ist mit Bücksicht auf 2. 
oben 
(12) A{BC) - {AB)C - {BA)C^ B{AG) = B{CA) = BGA, 

und analog ei^ebt sich allgemeiner: 

Ist jede Form einer Beihe von Formen mit jeder Form einer zweiten 
Beihe von Formen vertauscHbar j so ist auch jede am den Formen der 
ersten Beihe msa/mmengesetiste Form mit jeder aus den Formen der 
zweiten Beihe zusammengesetzten Form vertauschhar. 

4. Ganze Funktionen einer Form. Jede Form, welche aus mehreren 
Formen durch die Operationen der Zusammensetzung, der Multipli- 
kation mit Konstanten, der Addition und Subtraktion (in endlicher 
Anzahl) gebildet ist, nennen wir mit Frobenius eine ganze Funktion 
jener Formen. Aus dem letzten Satze folgert man: 

Ist jede Form einer Beihe mit jeder Form einer andern Beihe 
vertauschboTf so ist amch jede ganze Funktion der Formen der einen 
Beihe mit jeder ganzen Funktion der Formen der zweiten B^he ver- 
tauschbar. 

5. Conjugirte Formen. Diejenige. Form, die aus A entsteht, wenn 
man Xi und y,- (i « 1, 2, . . . n) vertauscht, wird die zu A conjugirte 
Form genannt und im Folgenden stets mit A' bezeichnet. Man hat 
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(^7-^, (flAy^-aA', {A ■\- By ^ A! + B\ 

i i 

und weiter 

{ABCy - l{AB)Gy « a{AB)' = CB'A\ 
allgemein 

(13) (^BCD . . .y - . . . D'CB'A\ 

Ist ^ mit £ vertauschbar, so ist 

{ABy - (JB^)' - B'^' - ^' J5', 

und somit sind auch A' und B' yertausclibar. 

Eine Form heisst symmetrisch, wenn sie ihrer conjugirten 
Form gleich, sie heisst alternirend, wenn sie ihrer conjugirten Form 
entgegengesetzt gleich ist. Das Eoefficientensystem einer symmetrischen 
Form heisst ebenfalls symmetrisch (7), das einer altemirenden 
schiefsymmetrisch. 

Die Form AA' ist, da nach (18) 

{AAJ « AA' 
ist, symmetrisch. Der Eoefficient von Xitfi in AA' ist nach (5) 

ist daher A eine Form mit reellen Eoefficienten, so ist AA' nur 
dann identisch Null, wenn A = 

ist. Allgemeiner: Sind aik und bat in den Formen A und B con- 
jugirt complexe Grössen, so ist AB' nur dann identisch NuU, wenn 
A identisch NuU ist; denn der Eoefficient von Xitfi in AB' ist 

öa&a + »is^jH h ctinhn^ 

und dieses ist nur dann Null, wenn J. = ist. 

6. Entsteht das System S aus zwei Systemen 9 und 83 durch 
Composition, sind die Formen C, A, B bez. die „Bilder^' der Systeme 
S, 0, 83 (10), so besteht entweder eine symbolische Gleichung 

C^AB(C'^B'A'), 
oder eine symbolische Gleichung 

C'^AB'^C'^BA'), 
oder eine symbolische Gleichung 

C^A'B(C'^B'A), 

oder eine symbolische Gleichung 

C^A'B'(C'^AB), 

eine Bemerkung, die sich leicht verallgemeinem lässt. Betrachtungen 
über die Composition von Systemen lassen sich auf diese Weise in 
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solche über symbolische Produkte von Formen verwandeln. Wir 
haben in 11 unter 2. und eben hier den Zusammenhang zwischen der 
Zusammensetzung von Formen und Systemen einerseits und der Zu- 
sammensetzung von Formen tmd Substüutionen andererseits dargelegt. 
Aus beiden resultirt ein Zusammenhang zwischen der Zusammen- 
setzung von Substitutionen und Systemen^ den man sich leicht selbst 
herstellen wird. 

Noch eine wichtige Bemerkung möge hier Platz finden: 
Bezeichnet man allgemein das System der Determinante | A \ einer 
Form A mit 9, so kann man die Koefficientensysteme der Formen 

A + By A^By AB, const.-4 
symbolisch bez. mit 

a + sB, «-8, a», Consta 

bezeichnen. Die (symbolische) Rechnung mit Formen kann dann auch 
aufgefasst werden als ein symhölisdies Bechnen mit Systemen: % + S3 
heisst die Summe, 81 — 83 die Differenz, 88 das Produkt der 
Systeme % und 83; letzteres ist durch die Gleichungen 

definirt. U.s.w. Ist 8183 = 838[, so heissen die Systeme 81 und 83 
vertauschbar; doch gelten nicht alle Benennungen über Formen zu- 
gleich fdr Systeme; z. B. nennt man die Systeme 8( und 8(' gewohn- 
lich nicht conjugirt, sondern man bezeichnet 81' als das transponirte 
System von 8L Solche Abweichungen werden besonders hervor- 
gehoben, im Übrigen können wir uns nach Obigem cmf die Bechnung 
mit Formen beschrimken. 

b) Division« 
12. Wir setzen 

^^^XaXiyt (», ft =» 1, 2, . . . n) 

und nehmen an, es sei 

^Z = 0; 

alsdann sind die n* Gleichungen [vergl. (5)] 

a.i Xik + a.a x^k-^ h atnXnk (i, & — 1, 2, . . . ») 

durch die Xtk erfüllbar, wenn wir A als gegeben annehmen; es muss 
daher '^1 = 


sein. Ist hingegen |^|b|»0, so müssen alle Xik Null sein, wenn ^1 X=0 ist. 
Ist AX(XA) identisch Ntdl, u/nd \A\ ist nicht Nutt, so ist X 
identisch NuU. 
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Setzen wir in der Determinante von A 

adj. aut ^ Ol* , 
so heisst die Form 

A '^^aaXjtyt (i, Ä — 1, 2, ... n) 
die adjungirte Form von A. Setzen wir weiter ein för allemal 

so ist nach (5) ^^tfi + ^V, + - + ^■'V» - ^ , 

(14) ÄA-AÄ^lAl-E. 

Ist nun I ^ I — 0, so giebt es keine Form X derart, dass 

(15) ÄX-E oder XA~E 
ist; denn existirte eine solche, so wäre 

\AX\~\E\, \Ä\.\X\~1, 0.|Z|-1. 
Ist aber ^ >{- 0, so genügt nach (14) die Form 

^ MI 
den beiden Oleiclinngen (15)^ aber keine andere Form Y. Denn aus 

folgt ^^-^' ^^-^ 

^(x-r)-o, 

tmd da |^|-t>0 ist, moss nach dem obigen Satze 

sein. z-r-0, z-r 

Die durch die Determinante |^| diridirte adjungirte Form A 

einer gegebenen Form A soll, wenn | J. | -|» ist, die reciproke Form 

Ton A heissen und mit 

A-^ 

bezeichnet werden; sie ist auch durch (15) definirt. 
Wir haben 

also ist M^-M-l^l-l^-M-l^l-i; 

(16) \A-^\-\Ä\-K 

Aus # 

(17) AA-^^E, A-^A^E 

*^^ AA-^-^A-^A] 

die Form A ist mit ihrer redpröken Form vertauscKbar. 
Die Form X^ A genügt den Gleichungen 

XA-^^E, A-^X^E, 

d. h. die redpröke Form der redpröken Form ist die ursprungUdie Form. 


28 §2, 12-13. 

Ferner ist wegen (13) 

also per definit. 

(18) iÄ)-^ - (^-0', 

d. L die reciproie Form der canjugirten Farm ist gleich der canjugirten 
der reciproJcen Form. 
Aus ÄB^E folgt 

Ä^B'-\ JB-^-S BÄ-^E, AB^BÄ. 

Für A^E ergiebt sich 

E^E-\ EE-^^E-^E^E. 

Femer ist fOr jedes A 

(19) AE^EA^A. 

Sind die Determinanten zweier Formen A und B nicht NuU^ so 
ist mit Bücksicht auf (17) und (19) 

(^B)(JB-i^-i) = ^(BB-i)^-i « AEA-^ - AA-^ - E\ 

B^^A—^ genügt also der Gleichung 

(^JB)Z--E 

und ist somit die reciproke Form von ^J?; in Zeichen: 

(20) (^JB)-i-B- 1-4-1; 
allgemeiner findet man aus (20) 

(21) {ABCD . . .)-' D-^C-^B-^A-\ 

In Worten: 

Ist eine Form mit nickt verscht/oindender Determinante aus mehreren 
Formen 0usammengeset0t, so ist ihre BeciproJce aus den redpröken Formen 
in umgekehrter Eeihenfölge eusammengesetzt, 

13. Aus der symbolischen Gleichung 

B^SAT 
folgt; wenn \8\ und | T\ nicht verschwinden; nach 12 

JBT-i « SATT-^ - SÄE - SA 
und hieraus analog j^ ^ S^^BT"^* 

geht also die Form A durch die Substitutionen S und T^ deren Deter- 
minanten nicht Null sind; in B über (11), so geht B durch die Sub- 
stitutionen ßf— 1 und T^^ m A über; S"^ und T— ^ heissen die zu 
8 bez. T inversen Substitutionen. 

Wir nehmen nun 1. an^ es sei speciell S » T'; dann folgt aus 

wegen (18): 
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oder für ^ . ^ « ^ - 

Geht eine Form Ä in eine Form B durch zwei Substitutionen I' 
und T über, und daher JB in ^ durch zwei Substitutionen B* und J2, 
so heissen die Formen A und B congruent und die Yentnderlichen 
Xi und ffi cogredient. Man sagt dann auch wohl kurz, dass Ä in 
B durch die Substitution T übergehe. 

Nun nehmen wir 2. an, es sei S^ T^^; dann folgt aus 

B^T-^ÄT, 
A-^TBT-^^B-^BB. 

Geht eine Form A in eine Form B durch zwei Substitutionen T""^ 
und T, so geht auch B durch zwei Substitutionen iZ"^ und JR 
in A über; in diesem Falle heissen die Formen A und B ähnlich, 
die Veränderlichen Xi und yi contragredient Die Substitutionen, 
welche ^ in ^ überführen, heissen im erst aufgeführten Falle con- 
gruent (cogredient), im zweiten Falle contragredient. Gongruente 
Substitutionen sind von der Gestalt (11) 

Xi « ti\ <X^i + ti%al%'\ h tinXn 

»i = ^a yi +<. a »a + •:• + <•• « yl» 
ähnliche dagegen von der Gestalt (11, 12) 

Xi — Sxioli + Äa.ai H h Än<a?i 

I S I -yi — tfi.yl + (^2*^2 H h ^t 

wo 

<ya— adj.5a in '^±Sx^8^ , . .8nn^\8\, 

Aus B - rAT folgt nach (13) 

B' « T'^T. 

G^e&< ^ durch die congruenten TrcmsformaUonen T\ T in B, so 
geht durch dieselben Transformationen die zu A conjugirte Form in die 
0U B conjugirte Form über. 

Aus -B - TAT folgt femer für ^'--4 

B'^TAIT^TAT^B. 

Sind die Formen A und B congruent, so folgt aus der Symmetrie der 
einen die Symmetrie der anderen. 

Aus B - TAT folgt endHch für ul' A 

. -B'- TAT^-- TAT B. 


}(t-l,2,...fi), 

) 
,/ f (» - 1> 2, . . . n), 


30 § 2. 13. 

^ind die Formen A u/nd B congruent, und eine der Formen ist aüer- 
nirend, so ist es auch die andere. 

Aehnliche Transformationen T''^ T fcLhren stets E in sich selbst 
über; denn man hat 

Umgekehrt folgt aus der Gleichung 

SET^E 

ST^E, 

8 « T-K 

Aehnliche Stiibstäutionen sind also dw(3h die Eigenschafl, E in sich sdltöt 
eu transformiren, vollständig charakterisirt. 

Wir machen 3. die Annahmen 1 und 2 gleichzeitig, wir setzen 
also 

(22) s^r^^T-^ 

Yoraus. In diesem Falle heisst T eine orthogonale Form, und man 
sagt auf Grund der Gleichung 

B^T^AT^T-^AT^ 

dass A durch die orthogonale Substitution T in jB übergehe. 

Ist T eine orthogonale Form (Substitution), so ist auch die zu T 
reciproke Form (inverse Substitution) eine orthogonale Form (Sub- 
stitution). Denn man hat fttr T— ^ « JJ wegen {22) 

Ist T'ET^E, so sind die Substitutionen T' und T nicht nur 
congruent, sondern auch ähnlich; also ist T eine orthogonale Sub- 
stitution, und umgekehrt. 

Sind S und T, U und V congruente (ähnliche) SubsHtuHonen , so 
gut das Gleiche für die Suhstitutionen US und TV; denn es ist 

Sind T und U orthogonale Formen, so ist auch TU (UT) eine 
orthogonale Form. Denn man hat 

T'« T-i, 17'« U-\ (TUy^ U'r^^ U''^T-^^{TU)-K 

Besteht endlich 4. eine symbolische Gleichimg 

B'^T-^AT, 
so folgt aus ihr 


A'^T'-^BT 


I 
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Ist die zu B conjugirte Form zu A ähnlich, so ist auch die zu Ä 
conjugirte Form ähnlich zu B. In diesem Falle nennen wir die 
Formen Ä und B duale Formen; die Yariabelen Xi und y» heissen 
auch hier contragredient. Sind 

duale Formen ) so geht A in B durch Substitutionen von der Gestalt 

Xi = Sil yi + «esyi H h Sinl/n 

I S I -y,- = öiio^i + <y.aa4 H \-6inx'„ 

über; dies geht aus dem unter 1 oben Gesagten und daraus hervor, 
dass B' in B durch Vertauschen der Xi und j/i übergeht. 

14. Sind A und B zwei vertauschbare Formen, so hat man, 
wenn | jB | »|- ist, 

AB'-^^{B''^B)(AB-^) « B-^(BA)B-^ 

- B-^(AB)B-^ = B-^A, 

und somit sind auch A und B"^ yertauschbar. Wir setzen dann mit 

Frobenius* die Form . 

(23) AB-^^B-^A^^ 

und nennen dieselbe den Quotienten der Formen A und B. Das 
Zeichen des Quotienten kann nur dann angewandt werden, wenn A 
und B yertauschbare Formen sind, da sonst eine Unbestimmtheit ein- 
träte. Man hat wegen (6) und (16) 

(24) 


A 


A 

B \B 

Schliesslich wird wegen (13) und (18) mit Bücksicht auf 11, 5 
(^jB-7- (B-0'^'"= {BY^Al^ A\B')-^ 

o) Bationale Funktionen einer Form« 

15. Die Form, die entsteht, wenn eine Form A n-mal mit sich 
selbst zusammengesetzt wird, soll mit A*^ bezeichnet und die 
n** Potenz von A genannt werden. Wegen (12) hat man 

(26) Jl»^« — A'^A'' « ^"»+ • ; 

setzen wir noch A^^^ E 

so bleibt (26) auch richtig, wenn m oder n einzeln oder gleichzeitig 
Null sind, wie aus (19) hervorgeht. 

• Grelle 's Joum. (78) Bd. 84, S. 8. 


32 § 2, 16—16. 

Vorstehendes bleibt auch ftlr eine Substitution S giltig. Die 
Substitution y welche man durch n- maliges Zusammensetzen einer Sub- 
stitution 8 mit sich selbst erhält^ heisst die n^ Potenz der Sub- 
stitution 8 und wird mit fif* bezeichnet^ u.s.w. Diese Bemerkung 
wolle man auch beim Folgenden berücksichtigen. 

Ist I J.|-|-0, so entsteht dadurch^ dass man Ä—^ n-mal mit sich 
selbst zusammensetzt^ eine Form^ die wir mit J."* bezeichnen werden. 
Die Formel (26) gilt auch für negative Exponenten; da 

ist (12), so gilt aber auch die Formel (26) dann, wenn die Exponenten 
m und fi entgegengesetzte Zeichen haben. 
Für ein beliebiges n ist femer 

Ist a eine Eonstante, so hat man endlich 

Nun sei 

^ W -= »0 + a^ A + oj A «+... + a» A» 

eine ganze Funktion von X. Die Form 

a^A^ + a^A^ + a^A^+'-'+anA^ 

heisst alsdann eine ganze Funktion n^*^ Orades von A und wird 
mit g(A) bezeichnet werden. 

Da nach (13) (^«y« ^jjy 

ist, so ergiebt sich^(^') als die conjungirte Form rong^A)] in Zeichen 

Wegen (26) folgt aus dem Satze in U, 4, dass jede ganze Funktion 
g{A) von A mit jeder ganzen Funktion h(A) von A vertauschbar ist. 
Ist die Determinante von h(A) nicht Null, so heisst der Quotient (14) 

9{A) 
HA) 

eine rationale Funktion von A und wird, wenn 

h{X) 'W 
gesetzt wird, mit f{A) bezeichnet. 

16. Die Determinante \xE-^A 


heisst die charakteristische Determinante (Funktion)* der 
Form A (der Substitution Ay des Koefficientensystems von ^). Sie 
ist eine ganze Funktion genau vf^ Grades von A; man kann daher 

* Von Frobenins nach Gancliy, M^m. sur rintegration des ^qaatLons 
lin^aireB, ExerciseB d'analyse et de phys. mat. (40) tome I, p.63 so genannt. 
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setaen, wenn Jl^, A,, . . . il« (üo Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung ^^^^ _ ^ 

Yon J. bedeuten, jede so oft gerechnet, als ihre Ordnungszahl angiebt. 
Ist weiter 

g{l) - M«+ öiA"— * + •••+ Om- a(fti - A)(fi,- A) . . . 0^- X) 

eine ganze Funktion m^ Grades von A(a^-[-0), so wird 

nach (6) also unter Berücksichtigung der letzten Gleichung in U, 1 
|(7(il)|-a-|/iiJB-4|.|fi,JS-^| |f»mJB-^| 

Ist &(X) ebenfalls eine ganze Funktion von 1, so ist nach der 
letzten Gleichung 

Setzen wir wieder ..^ 

so wird, wenn |%(^)|-|-0 ist, 

eine rationale Funktion yon Ä (15). Nun ist aber nach (24) 


h{A) I 

und somit 

Nun betrachte man die rationale Funktion (15) 

5(3) ^^-h(A)-^^-fW 

von ^ und wende auf dieselbe die Gleichung (27) an. Man erhalt: 

\iE-aÄ)\~lx-fix,)][x-fix,)]...[x-f(x,)y, 

in Worten: 

Sind Jl], Aji,...!» die Wuredn der charakterisHschen Gleichung 
von Äy so sind fQ^), f(Mi • • . f(Xn) die der charakteristischen Gleichung 
einer rationalen Funktion f(Ä) von A* 

* Vetgl. ausser Frobenius, 1. c, Borchardt, Crelle's Joom. (46) Bd. 30, 
S. 41. 

Kuth, Etomentttlheiler. 3 
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17* Sind melirere Fonnen A^ B, C^ gegeben, so heissen die- 
selben unabhängig, wenn eine Gleichung 

aÄ + bB + cC+'-'^O 

erfordert, dass a»&»c»-*»Oist; im g^gentheiligen Falle heissen. 
sie abMngig. Es giebt gerade n' unabhängige bilineare Formen von 
2n Yariabelen Xi, y,*. Daher können die Potenzen einer Form nicht 
alle unabhängig sein. Angenommen, die Formen 

A^, A\... AP-^ 

seien unabhängig, aber Ap yon ihnen abhängig; es sei also etwa 

(28) if(A) - ao^^+ ai^^ + a,-4«+ ... + ü^Ap - 0, 

wo o^ -^|- ist, aber a^, o^, . . . aj,.i zum Theil oder sämmtlich Null 
sein können. Nun setze man die Form tl^{A) mit A^ zusammen; es 
kommt wegen (7) 

(29) a^Ä9 + ai^e+i + ... + apAp+(f = 0(^ - 0, 1, 2, . . .); 

betrachte die Reihe 

A^ Ä^ A} 

5--^ + ^ + ^+..., 

die für hinreichend grosse Werthe von X conrei^irt, und multiplizire 
dieselbe mit der ganzen Funktion p^^ Orades 

^(A) — Oq + Ol A + Oj A* H h apXP. 

Dann heben sich wegen (29) die negativen Potenzen von X weg, und 
iS>-if;(il) wird eine bilineare Form, deren Eoefßcienten ganze Funktionen 
iv — 1)**^ Grades von X sind. Insofern diese Form von X abhängt, 
wollen wir sie mit 6r(A) bezeichnen; es ist also 


fif- 




Der rationale Bruch --7— ist irreducibeL Denn wäre 

wo %(>l) vom Grade j<l> ist, so wäre 

iS;t(i) = £r(i), 

und da hier rechts eine ganze Funktion von X steht, muss dies auch 
links der Fall sein. Dazu ist erforderlich und hinreichend, dass der 

Eoeflicient von j links verschwindet; dann genügte aber die Form A 

einer Gleichung g*^, also niedrigeren als |}**^ Grades, gegen die Voraus- 
setzung. 
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Die Reihe S sommirt man wie folgt; es ist 

A^ A* 


und daher 

oder (12) 

(30) 

wo 


%j — A o^ atn tfi 


(- lyFw 


und 


<*«i fl»a . 
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(-1)>(A)- 




am 


an2 


'HH 


"X 


-U-AJS 


zu setzen ist. 

Wir wollen jetzt ^(A) bestimmen. Nun ist doch 

WO der zweite Bruch irreducibel ist; der grSsste gemeinschaftliche 
Theiler yon F{1) und g>(X) heisse d'{X)] dann ist 

Damit aber die bilineare Form F(X) durch '0'(il) theilbar sei, muss 
jeder ihrer n^ Eoefficienten durch ^{X) theilbar sein, da die Xi, yi un- 
bestimmte Grössen sind; ^(X) ist daher der grösste gemeinschaftliche 
Theüer aller Subdeterminanten (n — 1)**^ Grades yon <p(X)f und somit ist 

♦» - -ü 

der n^ Elementartheiler der Determinante {XE--' A\ (4). Es gilt also 
der Satz: 

7) Ist ^(A) der n" Elementartheüer der charakteristischen Deter- 
minante einer büinearen Form van 2n Variabden Xi^ yi, sa ist 

i;(Ä) - 
die Gleichung niedrigsten OradeSj der die Form A genügt,* 

* FrobeniuB, 1 c. S.12; SB1896, S.601; RWeyr, Monatsh. für Math, und 
PhyB.(89)Bd.I,S. 187. 

8* 
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Eine Wurzel der Gleichung ^(A) » ist auch eine WursEcl Ton 
der Gleichung ^(A) » 0; es ist aber auch umgekehrt jede Wurzel Ton 
g>(X) — eine Wurzel Ton ^(A) — (6, c). 

Da femer 

ist, 80 Wird "« - *W*W 

9(^)-^(^)*(^)-0. 
Es ist dUo stet» ,,(^)-0* 

Sind f{X) und jjr(A) zwei ganze Funktionen Ton A, und ist &(A) 
ihr grSsster gemeinschaftlicher Theiler, so kann man bekanntlich zwei 
ganze Funktionen F{i) und G(A) von k so bestimmen, dass 

fQ)Q{X)-g{XlF{X)~h{X) 
isi Mithin hat man 

f{A)QiA)-g{A)F{A)^h{A). 

Nun nehme man g{X) — ^(A) und setze yoraus, dass 

f{A) - 
sei. Dann folgt, da '^{A) — ist, aus der Torletzten Gleichung 

h{A) - 0. 

Da aber ^{A) » die Gleichung niedrigsten Ghrades ist, der A genügt, 
so muss ^(A) — const. ^{X) sein: 

Wenm A einer Gletchung f{A) » genügt, so ist f(Ji) durch ^(A) 
iheSbar** 

Ist f(l) - l^j und f{A) - 0, so ist 

g(A) - 0, 

da h(A)^^ nicht NuU ist (12); nach dem letzten Satze ist also dann 
g(l) durch q>(X) theilbar. 

Aus dem letzten Satze folgern wir noch: 

6) Ist f(A) — eine Gleichung ^ der A genagt, und f(X) — eine 
GleidMng ohne mehrfache Wurjsdn, so hat die charakteristische Funktion 
von A lauter lineare Elementartheiler**^ 

Da nämlich nach jenem Satze /'(A) durch ^(A) theilbar ist, so hat auch 
^(A) » keine mehrfache Wurzeln; nun ist aber tt>(X) der n^* ET Yon 
\XE—A\^ enthalt also die ET höchster Potenz dieser Determinante 
als Faktoren (6, c); daher müssen alle ET von \lE ^ A\ linear sein, 
w. z. b. w. 


* Die lunfangreiclie Literatur über diesen Satz findet man znsanunengeBtellt: 
Encyklop. der math. Wissenschaften, Leipzig 1899, Bd. I, S. 171, Anm. 28. Obiger 
Beweis desselben nach Frobenins, Grelle's Joom. (78) Bd. 84, S. 18. 
•• Frobenins, 1. c. 

Frobenins, I.e., S. 26. 
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d) Quadratwnxseln ans FoxmeiL* 

18. Sei wieder if(X) eine ganze Funktion p*^ Grades der Veränder- 
lichen Xj die f&r die Wertiie a, b, e,. . . von X rerschwindet, etwa 

^ {X) - const {X - a)« (X - &>* (A - c)y • • , 

wo 

a + /5 + y+ ••• — jp 

ist; femer Beien ^^^^^ ^^^^^ ^^^^^ 

ganz beliebige gegebene ganze Funktionen yon X. Nun entwickele man 
-~ nach rte^nden Potenzen von A — a; es sei dann 

"" (X-a)« — (X-a)« 

das Aggregat der mit negativen Exponenten versehenen Glieder der 

Entwickelung. Analoge Bedeutung habe — ^-^ für die Entwickelung 

G(ti (^"~^) 

"^on --y^ nach Potenzen von 1 — 5 u. s. w. Dann wird 

eine ganze Funktion (p — 1)*^ Grades Ton 1. Die Entwickelung 
Ton x(X) nach Potenzen von Jl — a stinmit in den a ersten Gliedern 
mit der Entwickelung von 

^ ^ (X-a)« 

nach Potenzen yon X^a überein; Analoges gilt fBr die Entwickelung 
Ton x{X) nach Potenzen yon X — hj X^ c u. s. w. Nun ist 


"tÄ+^W. 




wo R(X) das Aggregat der mit positiven Exponenten versehenen Glieder 
der Entwickelung von -77^ vorstellt; daher stimmt die Entwickelung von 

nach Potenzen von X — a ebenfalls in den a ersten Gliedern mit der- 
jenigen von ^(Jl) — ^^ flberein; es ist also^ da fBr die Entwickelung 

von Ö(A), S(X)f . . . nach Potenzen von A — 6, A — c, . . . Analoges gilt, 

* Vergl. SU diesem Abschnitt: Frobenins, Ueber die cog. Transf. der bU. 
Pozmen, SB 1896, 8.7flg., §1. 


38 SS. 18—19. 


(31) 


f Xia) - F(a), x'ia) - F'(a), . . . j^'-^a) - ^(-«(a), 
z(6)-e(6), «'(6)-ö'(6),...;tV-»)(6)-(?C-»)(6), 


Angenommen ^(X) sei eine ganze Funktion (p — 1)*^ Orades 
von Xf die auch die durch die Gleichungen (31) ausgedrückte Eigen- 
schaft habe; dann ist 

X(a) - d(a) - x'(a) - -^(ö) = / . . « ;f(«-i)(a) - -^«-»)(a) - 0, 

u. s. w.; %(iL) — d(A) ist also durch (iL — a)", (X — 6y, . . ., mithin auch 
durch ip{X) theilbar; xW "" ^W ^s* ^^^^ ^^ (P — 1)**" Grades, daher 

sein muss. JBs $rie&^ also nur eine Funktion, tcdche die^ Eigenschaft (3i) hat. 

19. Man setze jetzt a,b,Cy... Ton Null verschieden yoraus, wähle 
das Vorzeichen yon l/a, (V^f Ve^ . . .) beliebig, aber ein ffir allemal 
fest, und entwickele yx nach steigenden Potenzen von X^a (A — &, 
A — c, . . .) in eine Reihe, die mit Ya, (Yh, Yc, . . .) anfangt. Das 
Aggregat der ersten a (/), 7, . . .) Glieder dieser Reihe bezeichnen wir 
mit F{X)[G(X), E(X), . . .]. Setzen wir yT« a(X), so ist also 

l m{a) -2^(a), m'(a) --F\a)y . . . cöC«-i)(a) - JF(«-i)(a), 
a)(&) - 6?(&), cd' (6) - G'(6), . . . a)C«->)(6) - GC/»-i)(&), 


(32) 


u. s. w. Jetzt bilden wir mü den eben gewählten ganzen Funktionen 
F(X)f G(X),... die Funktion x(X) in oben angegebener Weise. Dann 
wird wegen (31) und (32) 

X(a) - 0(a), x\a) - «'(«), . . . x<«-«(a) - «,(«-^)(a), 

x{b) - 0(6), x'(6) - »'(&), . . . «<^-^>(6) - ^-'m, 

u s.w. Entwickelt man daher xW ~ <i>(^) ^^<^1^ steigenden Potenzen 
von il — a (X — h, A — c, . . .), so fallen die aiß^y^. . .) ersten Glieder 
weg. Daher ist die ganze Funktion x(A) — fo{X) durch (A — CLf [{X — 6)^, 
(X — c)^, . . .] theilbar, also auch 

\X{X) + fl)(A)] [zW - «.(A)] - z(X)«- «.(A)«- z(i)»- i; 

die ganee Funktion 

ist durdi ^(A) <&e»Z&ar. 

Nun sei Ä eine beliebige bilineare Form mit nicht verschwindender 
Determinante \Ä\] die Gleichung 
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besitzt dann keine Wurzel X=^0, also auch nicht die Gleichung ^(A) »- 0, 
wenn if(Ä) » die Gleichung niedrigsten Grades bedeutet, der die 
Form Ä genügt (17). Wir können also, dieses ^(A) oben zu Grunde 
legend y eine ganze Funktion x(xy—X so bestimmen , dass 

wird, wo auch t(X) eine ganze Funktion von X vorstellt. Da aber 
if(Ä) » ist, so wird 

x(Äy~A~o, 

(33) X(A)'~A. 

Eine beliebige der auf diese Weise durch bestimmte Wahl der Vor- 
zeichen der Wurzeln Va, Yb, . . . erhaltenen ganzen Funktionen von x(Ä) 
Ton A nennen wir mit Frobenius eine Quadratwurzel aus der 
Form A und setzen symbolisch 

(34) x{A)^A\^Va. 

20. Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der symbolischen Wurzel- 
ausdrücke herleiten. Zunächst ist wegen (6) 

also wegen (33) 

\liA)\^~\A\, \x{A)\^±V[T\ 
oder 

(35) \Ak\^±\A\. 

Die Determinante von YA ist also niemals Null. 
Die conjugirte Form Ton 

unter den verschiedenen Ausdrücken für yA! ist also sicher emety 
welcher der Gleichung 

(36) VÄ'-iVÄ'^ 

genügt, und nnter den Terschiedenen Ausdrficken von Q/A)' einer, der 
gleich YÄ ist 

Im gleichen Sinne gilt die Gleichung 

(37) . y3^» - (V2)-* - A-k. 

Es folgt nämlich aus xiAf^^ '^'^ (^0) 
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Femer findet man mit Hilfe Ton (37), (18) und (36) 

(Ä-\ y- [(VZ)-»]'- Kv^y]-» - (1/xo -s 

(38) (^-1 y- A'-\ . 

Schliesslich hat man w^n (16), (37), (35) 

U-i| - 1 (VZ)-! - |]/3h - ± UK 


e) DiftorentiatioflL* 
21. Die Koefficienten einer Form 

Ä '-'^OikXiyk (t, * — 1, 2, . . . fi) 
seien Funktionen eines Parameters X] dann ist das Differential 

dÄ'^'Sj(datk)Xiyk 
ebenfalls eine bilineare Form; femer ist 


oder 

(39) d(ÄB) - j(dÄ) B + Ä(dE). 
Daher ist 

d(Ä^ - (dÄ)Ä + Ä(dÄ), 

d(ÄBC) - (dA)BC + A{dB)C + AB(dC), 

d(^«) - (dA)A<'-^ + A(dA)A'-* + A\dA)A'-* + • • • 

+ A'-^(dA). 

Femer, wenn wieder E — »jy, H \- ^y», 

<i(4«) - dl? - 0, 

also w^en (38), wenn | J.j*|«0 ist, 

- d(AA-^) - Ad{A-^) + (dÄ)A-\ 
und «chliessUch ^^^_,^ _ _ ^_, ^^ _,. 

Z.B. ist; wenn die a^ Ton l unabhängig sind, 

(40) d(A-E; - ^)-i (A-B - ^)-«d A. 

Für das symbolische Rechnen mit Systemen (11) sei bemerkt, dass, 
wenn % das System yon Ä, unter d% das Bystem Ton 

^(daik)Xiyk 
zu verstehen ist. ^^ 


* Frobenias, Crelle's Joam. (78) Bd. 84, I.e. §4. 
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f ) Zerlegbare FormeiL* 

22. Kommen die Yariabelen Xa^ Xß . . . in der Form Ä nicht vor, 
80 kommen sie auch nicht in der Form AB vor, also auch nicht in 
ABC, ABCD, Wenn die Yeranderlichen ffafffl* . . in D fehlen, so fehlen 
sie auch in CD, in BCD, in ABCB. Allgemein: 

a) In einem symbolischen Produkte fehlen die Veränderliehen Xi, 
üDdche^inT ersten Faktor, und die Veränderlichen yu, todche im letzten 
Faktor nicht auftreten. 

Eine Form^ heissi zerlegbar, wenn sie ein Aggregat von Formen 
A^, A^,. . . ist, von denen keine zwei eine Yariabele gemein haben, 
Jl^, A^,.'. heissen die Theile der zerlegbaren Form Al Für die 
Entwickelnngen und Satze über zerlegbare Formen, die wir nach- 
stehend^ geben, ist es erforderlich, dass jeder Theil einer zerlegbaren 
Form, wofern er nicht an und für sich yon gleichviel Yeranderlichen 
Xi und yi abhangt, durch Hinzufügen von Oliedem mit Eoefücienten 
Null zu einer Form gemacht wird, für welche dieses zutrifft. — Z.B. 
ist die Form 

^yi + ^Vi + ^yt+^yt 

von 2 • S^^Yeranderlichen Xi, x^, x^ und y^, y„ y, in die Theile 

^d A-^yi+^Vi 

A - ^sy« + ^yz 

zerl^bar. Nach der eben getroffenen Bestimmung müssen wir sie als 
eine von 2-4 Yariabelen ablumgige Form auffassen; denn wir haben 

A — Oa^Vs + Oai'yj + a^y, + x^y^ 
zu setzen, so dass bei passender Bezeichnung der Yariabelen 

Ai A^ 

(41) 4 - a;iyi + Ox^y^ + x^y^ + Oa^y, + Oa^y^ + 0aiy4 + x^y^ + x^y^ 
wird. — Die Form -B — aiyi + ai^yjH ha:,y« ist U.A. in die Theile 

«riegbar. ^"^^y" ^-^V,," 

Ist J. in die Theile A^, A^,'",B in die Theile B^, B^,... so 
zerlegbar, dass Au dieselben Yariabelen enthalt, wie J?i(f — 1, 2, . • .), 
so heissen A und B in derselben Weise zerlegbar. E ist ebenso 
zerlegbar, wie jede andere zerlegbare Form. Sind 

A^^A^, B-^B, ((»-1,2,...) 
in derselben Weise zerlegbar, dann ist für (f^^a 

* Frobeniuf, I.e. § 6. 
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Ä^Ba - 0, 

weil in Bg alle Yariabelen fehlen, die in A^ auftreten. Daher ist mit 
Bücksicht auf (8) 

AB~^A^B, (^-1,2,...), 

und ^ffB^ enthält nur Yeranderliche, die in A^ und B^ auftreten. 
AUgemeiner hat man: 

b) Sind mehrere Formen in gleicher Weise zerleghoTy so ist ihr 
Produkt in dersdben Weise zerlegbar. 

Ist A^Ai + A^, so ist 

(*2) M|-MJ-M,|;* 

allgemein: 

c) Die Determinante einer zerlegbaren Form ist das Produkt der 
Determinanten ihrer Theile. 

In obigem Beispiele (41) ist nicht nur die Determinante | A | 
4^^ Grades, sondern es sind auch die beiden Determinante 2**^ Grades 
lAI, M,|NulL 

Jede von Null yerschiedene Determinante q*^ Grades des Systems 
von 1^1, deren System nicht den Systemen von | A^ \ und | A^ \ an- 
gehört, ist das Produkt einer Determinante (fi — ^y^ Grades des 
Systems von | A^ \ und einer Determinante 0*^ Grades des Systems 
von I A^ |. Ist also r^ (r,) der Rang von | ^1^ | (| A^ |), so giebt es 
(mindestens) eine Subdeterminante (r^ + ^a)^^ Grades von \A\f die 
nicht Null ist, aber keine höheren Grades; daher ist der Bang von | A \ 
gleich r^ + r^] allgemein: 

d) Der Bang des Koeffidentensystems einer zerlegbaren Form ist 
gleich der Summe der BangzaMen der Koefßeientensysteme ihrer Theile. 

Ist A zerlegbar, so ist E und daher Bxxck XE—-A in derselben 
Weise zerlegbar; also gilt der Satz (Satz c oben): 

e) Die charakteristische Funktion einer zerlegbaren Form ist das 
Produkt der charakteristischen Funktionen ihrer Theile. 

Ein System Sl heisst zerlegbar in die Theile 9^, 9t), •• ., wenn 
das Bild A des Systems 9 in die Theile J|, A^,... zerl^bar ist, 
wo Ai, A^j . . . bez. die Bilder von 81^, St,, . . . sind. Die Sätze b) — e) 
gelten nicht nur fdr Formen, sondern auch m. m. ffir Systeme. 


A^ I bedeutet die Detenninaiite der Form A^^ betrachtet als Form der in 
ihr auftretenden 2m,. Yariabelen, wenn A von 2n, A^ von 2m|, A^ von 2«^ 
Yariabelen abhangt, und f»|-f m^sfi ist. Analoges gilt bei mehr als zwei Theil- 
formen. 
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§ 3. Systeme mit ganzzaUigen Elementen. 

23. Wir betrachten in diesem Paragraphen mir solche Systeme^ 
deren n' Elemente o.* g(m0e positive oder negative Zahlen 'bez. NifU sind. 
Dem entsprechend treten hier nur Formen mit gangeahligen Koeffidenten 
auf (10 zu Anfang). 

Geht eine solche Form Ä'^^anXiyt (i, Ä««l, 2, . . .n) durch 
die linearen Substitutionen 

mit ganzzahligen Eoefficienten Suf tik in eine Form 

B-^^haxly (i,*-l,2,...n) 

über, so sagt man, dass die Form B unter der Form A ent- 
halten sei. Setzt man 

so wird symbolisch, wenn wir in S für nit, y! bez. Xi^ yi schreiben (11) 

^^ |j?|-|S|.|^Hr|. 

Das Eoefficientensystem von B ist aus denen von^.5, Ä, T in ganz 
bestimmter Weise zusammengesetzt (11). 

Entsteht ein System mit ganzzahligen Elementen aus zwei oder 
mehreren ebensolchen Systemen durch Gomposition, so heisst dasselbe 
ein Vielfaches jedes der Systeme, aus denen es zusammengesetzt ist. 
Nach dem eben Gesagten gilt der Satz: 

Ist eine Form B unter einer Form A enfhaUen^ so ist das 
Koefßcientensystem von B ein Vielfaches desjenigen von A. Umgekehrt 
hat man aber auch den Satz: 

Ist ein System von n' Elementen hk ein Vidfaches eines Systems 
von n* Elementen an, so ist die Farm: 

B'^^S^ikXiyk 

unter der Form A^^a^iXjyk enOuäien. 

Nach Artikel 11, 6 ist nämlich B (bei richtiger Bezeichnung der 
Veränderlichen) dann ein symbolisches Produkt von der Gestalt 

B^KL...AJJV...] 
es wird also für 
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SIL • • • *« S, 

UV — r, 

d. L i? ist unter A enthalten, w. z. b. w. Aus diesem Beweise (^ht 
zugleich hervor: 

Ist ein System 83 ein Vielfaches eioes Systems S(, so kann es 
stets aus S( so erzeugt werden, dass man S( vom und hinten (11, 6) 
mit je einem Systeme zusammensetzt. 

24. Ist ein System S3 Vielfaches eines Systems S(, so ist jede 
Subdeterminante q^^ Grades yon 83 eine homogene ganze lineare 
Funktion der Subdeterminanten 9*^ Orades von Ä [10, a)]. Wenn 
daher eine Primzahl p im grOssten gemeinschafklichen Theiler aller 
Subdeterminanten q^ Grades -D'^(D^) von 85 (Ä) zur Potenz V^(l^ auf- 
tritt, so ist 

daher ist DJ ein Vielfaches von B^, Bedeutet r' (r) den Bang von 83 (Ä), 

so muss 

(1) r' £ r 

sein. 

Unser Fundamentakatz II in 8 besagt femer, dass der q^ Elementar- 
iheHer E^ van f& ein Vidfaches des qf^ ElemenlartheOers E^ van K ist. 
Bedeuten a^, ^^^ - • • ganze Zahlen, so hat man also 


Nun ist aber 


also 


Eq ■= ccqEq ((> ■= 1, 2, . . . r'). 
TP, Di D, 


U.S.W., schliesslich 

DJ =- «ja, . . . cc^Dq (9 = 1,2,... r'). 

Auch aus Theorem II ergiebt sich somit die Theilbarkeit von 
DJ durch D^. 

Wir wollen im Folgenden eine Form mit dem Eoefficienten- 
System 9(83) mit A{B) bezeichnen. Ist B unter A enthalten, so ist 83 
ein Vielfaches von S( (23) und somit DJ durch D^, E^ durch E^ theil- 
bar(p^r'). Wenn also für 9=- 1, 2, ... / zwar DJ durch D^, aber nicht 
E^ durch Eg theilbar ist, so kann 83 nicht Vielfaches von 9 (B nicht 
unter A enthalten) sein. Wenn aber Eg (ganzes) Vidfaches van Eg ist. 
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80 ist auch S3 Vielfaches von S( (B unter A enihdlten)^ wie wir im 
Folgenden zeigen werden. Damit ist dann die TJnJcehnmg von Theorem II 
f&r ganzzaUige Systeme bewiesen. 

25. Ist die Form B unter der Form A enthalten und zugleich A 
unter B, so heissen die Formen A und B äquivalent. Ist das 
System 83 ein Vielfaches des Systems % und zugleich S( ein Vielfaches 
von 83, so heissen die Systeme % und 83 ebenfalls äquivalent. 

Alle Formen, die einer bestimmten Form äquivalent sind, bilden 
eine Klasse von Formen. Eine Form (ein System) heisst elementar 
oder irreducibel, wenn sie (es) weder selbst zerlegbar noch einer 
zerl^baren Form (einem zerlegbaren Systeme) äquivalent ist (22), im 
entgegengesetzten Falle reducibel. Aus dieser Definition folgt, dass 
jede Form einer solchen äquivalent ist, die in lauter elementare 
Formen zerlegbar ist. Eine in lauter elementare Formen zerlegbare 
Form heisst eine reducirte Form. Nach dem eben Gesagten giebt 
es in jeder Formenklasse reducirte Formen. Analoges gilt f&r Systeme. 
Mit der Transformation (Umformung) einer Form (eines Systems) in 
eine äquivalente reducirte Form (in ein äquivalentes reducirtes System), 
oder, wie man sieh ausdrückt, mit der Reduktion einer Form 
(eines Systems) werden wir uns demnächst beschäftigen. 

Sind zwei Formen A und B äquivalent, so ist, wenn wir die in 
24 eii^efährten Bezeichnungen beibehalten, nach (1) einerseits 

femer ist D^ ein Vielfaches von 27^, und umgekehrt, also ist* 

D^-i), (9-1,2,. ..r) 

und analog 

E'.^E, (p-l,2,...n); 

also: 

8a) Sind zwei Formen A und B (ztoei Systeme 9 und 83) äquivalent, 
so sind die Koeffidentensysteme S( von A und 83 von B (die Systeme 91 
und 83) von gleichem Bange r, und es stimmt der grösste gemeinschaftliche 
Theüer aUer SvMetermvnanten q^ Grades des Systems 91 mit denjenigen 
aUer Subdetermmanten q*^ Orades des Systems 85 für p « 1, 2, . . r 
iiberein. 


andererseits 
also ist 


* Abgeeehen vom Voizeichen; dieser Zusatz darf als telbstverst&ndlich auch 
im Folgenden wegbleiben. 
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Oder: 

8b) Sind ewd Formen A und B {gwei Systeme Sl und 83) äguivcHentf 
so stimmt der 1% 2^j ...n*' Elementarlheiler des Koeffidentensystems %[ wm 
A (des Systems ^) hez. mit dem 1^», ^% . • . »**" Elementarlheüer des 
Koeffidentensystems S3 von B (des Systems S3) Oberein, oder, anders aus- 
gedrückt, die Systeme 91 und 83 stimmen im Bange und in den Elementar-' 
theüem überein. 

Zur zweiten Fassung unseres Satzes yergl. 6, c). 

26. Ist die Determinante (der Modul) einer linearen Substitution 
mit ganzzahligen Eoefficienten gleich ±1, so heisst dieselbe eine 
unimodulare Substitution, das System der EoefQcienten ein Ein- 
heitssystem. Ist S eine unimodulare Substitution, so ist 8~^ eine 
Form mit ganzzahligen EoefQcienten (12), und da nach Gleichung (16) 

daselbst 

1S-M-|5|->=±1, 

so ist /S~^, d. h. die zu S inyerse Substitution ebenfalls eine uni- 
modulare Substitution (das System von S"^ ist also ebenfalls ein 
Einheitssystem). 

Sind die Substitutionen fif, T, JJ^V. . , unimodular, so ist es auch 
die aus ihnen zusammengesetzte Substitution (11, 2) 

Q^STUr..., 
denn es ist dann 

Q\^\S\'\T\'\U\'\r\ ±1. 


Nun gehe die Form A durch die Substitutionen S und T in die 
Form B über, es sei also symbolisch 

(2) B^SAT. 

dann folgt aus (2) 

^ ^^ A^S-^BT-^ 

wo die Substitutionen S'~\ T^^ ganzzahlige Eoefficienten besitzen. Die 
Formen A und B sind also äquivcdent, und es gilt somit nach 25 der Satz: 

9) Geht eine Form in eine andere durch unimodulare Substitutionen 
über, so stimmen Bang und Elementartheüer der Koeffidentensysteme 
beider Formen Überdn. 

Das System von B entsteht aus dem von A dadurch, dass 
letzteres vom und hinten mit Einheitssystemen zusammengesetzt wird. 

Entsteht ein System 83 (einer Form B) aus dem Systeme % 
(einer Form A) dadurch, dass Sl mit Einheitssystemen, etwa gemäss 
der symbolischen Gleichung (11, 2) 
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wo I P|, I ö I . • • I Ü^Ij 1 1^1 • • • gleich ± 1, componirt wird, so sind die 
Formen A und B äquivalent, da ^ in i? durch die unimodularen 
Substitutionen S^PQ..., T^UV... 

in B übergeht. Die Systeme Sl und 93 sind dann ebenfalls äquwälent (23), 
und es gilt der Satz (25): 

10) Em System (ms gcmzzaJüigen Elementen bleibt im Range und 
den Elementartheilem tmgeändert, wenn man es vom und hinten mit be- 
lidng vielen Einheitssystemen zusammensetzt. 

27. Wir betrachten jetzt unimodulare Substitutionen einfachster Art: 

a) Setzen wir in A 

Xi — x[, x^^x^,.., Xi = — ai, Xi+i « a?/+i, . . . o;« = rc«, 
Vi'^t/i (» — 1,2, ...n), 

so liegen unimodulare Substitutionen S und T vor,* und die Form A 
geht durch dieselben in eine Form B über, deren Eoefficienten- 
system 99 sich von demjenigen % von A nur dadurch unterscheidet, 
dass die Elemente einer Beihe ihr Vorzeichen gewechselt haben. 
Das Eoefficientensystem von S ist ein Einheitssystem, welches nur 
in der Diagonale von Null verschiedene Elemente hat, und zwar hier 
lauter + 1, ausser dem f^ Element, das — 1 ist. Das System von 
T ist ein Einheitssystem, das nur in der Dit^onale von Null ver- 
schiedene Elemente und zwar hier lauter + 1 enthalt. Die Zusammen- 
setzung dieser Einheitssysteme mit 81 gemäss der Gleichung 

B^SAT 
bewirkt aber den angegebenen Zeichenwechsel in $(. 

b) Setzen wir in A 

Vi-yl (» = 1,2,...«), 

so bewirken diese beiden unimodularen Substitutionen eine blosse 
Beikenvertauschung im Eoefficientensysteme von A Man gebe die 
Beschaffenheit der Einheitssysteme an, welche die Eoefficientensysteme 
dieser Substitutionen vorstellen. 

c) Setzen wir endlich in A 

^1 ■=• ^i; x^^x[y...Xk=^Xk + mxly Xk^i «= ^i+i, . . . a?» = a?i, 
y.« yi (i«l,2,...»), 

wo s^]^h und m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so haben wir 
unimodulare Substitutionen vor uns; das System 83 der transformirten 
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Form B geht dadurch aus demjenigen % von A hervor^ dass man 
die Beihe n. n n 

mit m muüiplijsirt und zur paräUden BeHie 

Ajl) Out 9 • • • A«» 

addirt hez. von ihr subtrahirt. 

Auch hier beachte man die Beschaffenheit der Einheitssysteme, 
durch deren Zusammensetzung mit 9 man 83 erhalt. 

Die unter a), b) und c) beschriebenen Transformationen einer 
Form Ä, sowie die entsprechenden Umformungen ihres Systems % 
bezeichnet man ab Elementartransformationen der Form Ä (des 
Systems 9[); da die Elementartransformationen einer Form (eines 
Systems) unimodulare Substitutionen sind (durch Zusammensetzen des 
Systems mit Einheitssystemen bewirkt werden), so folgt aus den Sätzen 
in 26; dass der Bang r des Koefficientensysiems 91 einer Form Ä (eines 
Systems%)sounedergrösstegemeinschafliiche Theüer äUer Subdeterminanten 
qf^ Orades von ^[(^ — 1,2, . . .r), oder, dass der Bang und die ET 
von 9t ungeändert Ueiben, wenn man die Form Ä (das System ^) be- 
liebig vielen Elementartransformationen unterunrfl* 

28. Wir werden jetzt folgenden Satz** beweisen: 
Jedes System von n^ ganesuMigen Elementen On lässt sich durch 
aUeinige Anu?endung von Elementartransformationen in ein solches ver- 
wandeln f in welchem nur in der Diagondle von NuU verschiedene Elemente 
stehen, und in wdchem jedes von NuU verschiedene Diagonaldement positiv 
und Theüer des folgenden ist. 

Beweis. Durch alleinige Anwendung von Elementartransformationen 
a) und b) kann man zunächst erreichen, dass das erste Diagonal- 
element a positiv und kleiner, als der absolute Werth jedes von 
NuU verschiedenen Elementes unseres Systems wird. Befindet sich 
jetzt in der ersten Zeile oder Spalte ein Element ß, welches nicht 
ganzes Vielfaches von a ist, so können wir an Stelle von a noch ein 
kleineres Element bringen, welches nicht Null ist. Durch weitere An- 
wendung eitler Elementartransformaüon a) bewirken wir zunächst, 

* Alles in diesem Artikel Gesagte gilt nicht nur fQr ganzzahlige Systeme, 
sondern anch f3r solche, deren Elemente ganze Fimktionen einer oder mehrerer 
Yariabelen sind, nur hat man dann anter m entsprechend eine ganze Funktion 
einer bez. mehrerer Veränderlichen zn verstehen. (Yergl. den Beweis der S&tze 8) 
in 85.) 

♦♦Smith, Phil. Trans.l861(62),vol.l61,S.814; Frobenius, Crelle's Joum.(79) 
Bd. 86, S. 168; Eronecker, Crelle*s Joam.(91) Bd. 107, S. 186 -186. Obiger Be- 
weis ist im Wesentlichen der Eronecker 'sehe. 
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dass ß positiv ist. Ist dann q der grosste gemeinschaftliche Theiler 
Yon a und ß, so besteht ein Algorithmus 

ß'^ha + y, 
a = iy + d, 


wo h^ Ij, . .y Yyd . , . ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher durch 
wiederholte Anwendung von Elementartransformationen c) an Stelle 
von a bez. ß das Element 2(<tt) und dieses^ wenn es an die Stelle 
Yon ß trat, durch eine Elementartransformation b) an die erste 
Diagonalstelle bringen. Durch diesen Process wurde nicht nur das 
erste Diagonalelement verkleinert, sondern es giebt auch jetzt in der 
ersten Zeile bez. Spalte ein weiteres Element — an der Stelle von ß — , 
welches Vielfaches des ersten ist. Dieses Verfahren setzen wir so lange 
fort, bis das erste Di^onalelement Theiler aller übrigen Elemente der 
ersten Zeile und Spalte ist. Dann machen wir durch Elementar- 
transformationen c) die letzteren Elemente alle zu Null. Qiebt es als- 
dann in dem so erhaltenen Systeme noch ein Element, welches nicht 
Vielfaches des ersten Diagonalelementes ist, so bringen wir es durch 
Reihenaddition in die erste Zeile oder Spalte und verkleinern das 
erste Diagonalelement nach dem oben beschriebenen Verfahren noch 
weiter. Nun kann aber letzteres Element bei fortgesetzter Verkleiner- 
ung nicht kleiner werden, als der grosste gemeinschaftliche Theiler* 
t^ aller Elemente des gegebenen Systems, der ja durch Elementar- 
transformationen nicht geändert wird (27). Also muss der Process 
schliesslich dahin führen, dass ein System T^ erscheint, in welchem 
das erste Diagonalelement gerade t^ wird, und welches in der ersten 
Zeile und Spalte ausser ty^ nur Elemente Null enthält. 

Ist jetzt ^ der grosste gemeinschaftliche Theiler der Elemente 
des Systems Tg, welches aus 2\ entsteht, indem man in ihm 
die erste Zeile und Spalte weglässt, so können wir auf die vor- 
stehend beschriebene Weise das System T, durch Elementartrans- 
formationen — die zugleich als Elementarformationen des ganzen 
Systems T^ aufgefasst werden können — so umformen, dass das 
erste Diagonalelement gleich ^, also Theiler aller übrigen Elemente 
desselben wird, und in der ersten Zeile und Spalte ausser ihm nur 

* Den grOsBten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten eines ge- 
wissen Grades wählen wir stets positiv. 

Math, Elementartheiler. 4 
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Elemente Null stehen; ^ ist durch ^ theilbar. TT. s. w. — Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man also in der That zu 
einem Systeme^ in welchem nur die r ersten Diagonalelemente 
t^y i^y.,Ar von Null verschieden sind und t^ durch i^^ t^ durch t^^ , . ,tr 
durch tr^y^ theilbar ist, wobei r den Bang des gegebenen Systems be- 
deutet; da nämlich der Rang eines Systems durch Elementartrans- 
formationen nicht geändert wird (27), so muss der Process mit dem 
r^° Diagonalelemente abbrechen. — Damit ist unser Satz bewiesen. 

Ein System, welches nur in der Diagonale von Null verschiedene 
Elemente hat, heisst ein Diagonalsystem. Vorstehend haben wir 
gezeigt, wie man ein gegebenes System in ein äquivalentes Diagonal- 
system transformirt. Wir können nun die zusammengesetzten Elementar- 

theiler "E^ «» j. ^ des gegebenen Systems, die ja mit denen unseres 

Diagonalsystems übereinstimmen [25, Satz b)], sofort angeben. Es 
ist nämlich, wenn wir unsere alten Bezeichnungen (4) beibehalten, für 
unser Diagonalsystem * c\ c\ n 

«, 

«8 


0...0 tr 0...0 


also 

Die Diaganalelemente ^i, . . . tr sind also hez. der erste, zweite, . . . r*« 
ET wnseres gegebenen Systems vom Bange r.* Die oben beschriebene 
Umformung eines Systems führt daher immer zu demsdben Diagonal- 
systeme. Wir können das erlangte Resultat auch so aussprechen (26, 27): 

Eine gegebene hüineare Form 

^ctikXiyk (f, i = 1, 2, . . . n), 

deren Koefficientensystem die eusammengeselzten Elementartheiler 
El, ^j, . . . J?,» 

• Zugleich ergiebt sich hier, dass Eq durch EQ—i{g^r) theilbar ist, wie 
dies durch den Fundamentalsatz I bereits bewiesen ist. 
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hesitzty lässt si<h dwrch unimodtäare SubstüuUanen für die Xi und yi stets 

in die Form 

EAvi + E,x',yi + . • . + E^xX 

transformiren. 

Die Form VJ5:^a(.y; (i - 1, 2, ... w) ist in die Theile 

' JB.rry. (i-l,2,...n) 

zerlegbar; jeder dieser Theile ist weder zerlegbar, noch einer zerleg- 
baren Form äquivalent; denn wäre E^x^j/^ einer zerlegbaren Form 
äquivalent, so wäre nach den Sätzen c), d) in 22 und 8 a) in 25 der Bang 
des Systems dieser Form grösser als Eins. Die Form ^E^x.t/^ ist also 

eine reducirte Form, da sie in lauter elementare Formen zerlegbar ist. 
Wir haben also vorstehend die Beduktion einer Form mit ganzzaMigen 
Koeffidenten (eines Systems mit gomsszcMigen Elementen), die in 25 an- 
gekündigt wurde, mrUich tmsgeführt. 

29. Mit Hilfe der eben angegebenen Beduktion einer Form (eines 
Systems) sind wir im Stande, die Umkehnmg von Theorem II fw 
ga/nzecMige Systeme höchst einfach zu beumsen. Es seien Ä und B 
zwei bilineare Formen mit den Eoefficientensyslemen 9 und 83. Die 
Systeme S( und fÖ seien ganzzahlig und so beschaffen, dass der (»** ET 
E^ von 83 ein Vielfaches des q*^ ETs E^ von »((» « 1, 2, . . . w) ist. 
Es sei also 

(3) E'^^d^Eg (p-.l,2,...n), 

wo die d^ ganze Zahlen bez. Null sind. Es soll gezeigt werden, dass 
83 ein Vielfaches von 9t ist: 

Nach Artikel 28 giebt es Substitutionen (Formen) S, T, U, F, 
deren Determinanten ± 1 sind, derart, dass symbolisch 

E^x^y^ + E^x^y^+ • • • + E^x^yn == SÄT, 

E[x,yi + E;,x^y^+"' + E^x^y^ « UBV 
wird. Setzen wir jetzt 

B,^^EiXijfi, B^^^lfiX^yi (f-1, 2,...n), 

«odass also 

(4) B,^SÄT, 

(5) B^^UBV 

ist imd führen noch die Form 

ein, so ist wegen (3) 

(6) B^^BB^^B^B. 

Aus (5) und (6) folgt aber 
und somit ist wegen (4) 

4* 
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(7) B = (JJ-^BS)A(TV-^) « (Cr-iS)-4(r2)F-i). 

Da nicht nur 8 und T, sondern auch CT—*, F""^ und D Formen mit 
ganzzahligen Eoefficienten sind, so ist wegen Gleichung (7) das 
System 83 von B Vielfaches des Systems % von ^(11, 23), w.z.b.w. 
Setzen wir noch die Formen 

u-^ns^p, Tr-^^Q, u-^s^x, tdv-^^t, 

so wird (7) zu 

(8) B^PAQ^XAY. 

Die Systeme von Q und Z sind Einheitssysteme; es hat sich also zu- 
gleich ergeben, dass f&r das eine der beiden Systeme, mit welchen 
componirt S( in 83 übergeht, stets ein Einheitssystem gewählt werden 
kann. Die Gleichung (8) besagt, dass B unter A enthalten ist (23), 
wenn £^ ein Vielfaches von E^ ist. Zugleich ergab sich, dass abdann für 
eine der beiden Substitutionen, welche ^ in J5 überf^lhren, eine uni- 
modulare gewählt werden kann. 

Nehmen wir die Ergebnisse dieses Artikels mit denen in Artikel 8 
zusammen, so können wir sie in folgende Sätze fassen: 

nia. Ein System 83 von n^ ganzzahligen Elementen ist 
dann und nur dann Vielfaches eines ebensolchen 
Systems $(, wenn der q^* Elementartheiler von 83 ein 
Vielfaches des ^♦•"^ Elementartheilers von Ä ist für 
p ■= 1, 2, • • • M. 

nib. Eine Form B ^^l^Xjyk (i, i «1, 2, . . .n) mit ganz- 
zahligen Koefficienten ist unter einer ebensolchen 
Form A ^^aik^yk (}, ft -=- 1, 2, . . . ») dann und nur dann 

enthalten, wenn jeder vonNull verschiedene zusammen- 
gesetzte Elementartheiler des Eoefficientensystems 
von £ durch den entsprechenden Elementartheiler des 
Eoefficientensystems von A theilbar ist.* 

30. Es sei nun insbesondere der p^ ET des Systems 83 von B 
gleich dem p*^ ET des Systems % von J. fttr p = 1, 2, n. Als- 
dann kann man nach 29 durch unimodulare Substitutionen die Formen 
A und B in dieselbe reducirte Form 

transformiren; es wird dann eben 

• Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 161, S. 320; Proc. of the Lond. math. boc. 
(78) vol. IV, S. 244. Frobenius, Crelle's Joum. (80) Bd. 88, S. 114. Hansel, 
Grelle 's Joum. (95) Bd. 114, S. 100. 
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und daher werden die Substitutionen 

in (8) alle unimodular. A und B sind also dann äquivalent (26). 
Wir haben daher mit Bücksicht auf den Satz 8b) in 25 das Theorem: 

IVa. Zwei Formen A '^^auXiyk (f, 4 = 1, 2, ... n) 

und 

B ^^likXiyk (i, Ä; — 1, 2, ... n) 

mit ganzzahligen Eoefficientensystemen 91 und 83 (zwei 
Systeme 9 und 83) sind dann und nur dann äquivalent, 
wenn die entsprechenden zusammengesetzten Ele- 
mentartheiler von 9 und 83 gleich sind, oder was das- 
selbe besagt, wenn die Systeme {( und 83 im Range und 
in den einfachen Elementartheilern übereinstimmen. 

Sind zwei Formen A und B äquivalent, so kann man, da ihre 
Eoefficientensysteme in den zusammengesetzten ETn übereinstimmen 
(lYa), nach unseren obigen Entwickelungen A in B (ebenso B in A) 
stets durch unimodulare Substitutionen transformiren; auch das Um- 
gekehrte ist giltig (26). 

Nennt man daher zwei Formen A und B äquivalent^ wenn A in B 
(und somit auch B in A) durch unimodulare Substitutionen transformirt 
ißerden hmn^ so deckt sich diese zweite, scheinbar engere Definition 
der Äquivalenz vollständig mit der früher (25) gegebenen. Analoges 
gilt bezüglich der Definition der Aequivalenz von Systemen. 

Stimmen für zwei Systeme 9 und 83 von gleichem Bange r die 
Zahlen D^ und D^ (25) überein, so stimmen auch die Zahlen E^ imd 
Elf — also auch die einfachen ET von 9( und 83 — überein; somit 
kann man dem Theoreme IVa mit Bücksicht auf Satz 8a) in 25 die 
folgende Fassung geben: 

IVb. Zwei Formen A und B von 2n Variabelen mit ganz- 
zahligen Eoefficientensystemen S( und 83 (zwei Systeme 
% und 83) sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die Systeme % und 83 (sie) von gleichem Bange sind, 
und der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten q^^ Grades von % mit demjenigen aller 
Subdeterminanten p**" Grades von 83 für 

9 = 1, .. ., r 
übereinstimmt. 
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Auf rationalem Wege lasst sich also entscheiden^ ob zwei Formen 
(Systeme) äquivalent sind oder nicht^ imd auf rationalem Wege lassen 
sich (28)'*' die unimodularen Substitutionen (Einheitssysteme) ermitteln, 
welche eine Form in eine zu ihr äquivalente Form überfahren (mit denen 
zusammengesetzt ein System in ein äquivalentes übergeht). 

31. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe:** 

In der bUineo/ren Form 

seien \fh^,-' », K ganz beliebige von Ntdl verschiedene ganze 
Zahlen. Es sollen die ET ihres Koefficieniensystems bestimmt 
werden, 
Ist speciell h^ durch h^, \ durch h^ u. s.w. theilbar, so sind 
\yh^, , , . hry wie wir in 28 sahen , gerade die zusammengesetzten ET 
des Systems von JET. Man erhält dann die einfachen ET, indem man 
hl, \, , . . hr in Faktoren zerlegt^ die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind (4)* Wir werden zeigen^ dass man auch im allgemeinen 
Falle beliebiger hi die einfachen ET durch eine solche Zerlegung der 
hi erhält. 

Es sei p eine Primzahl, die in 

\h2, . . .yhr^ Dr 

aufgeht; p stecke in h^ zur Potenz l^. Nun ordnen wir die Zahlen l^ 
nach fallender (Crosse und bezeichnen sie dann der Reihe nach mit 

Infolge dieser Bezeichnimg enthält Dr die Primzahl p zur Potenz 

«1 + «2 H h «r, 

die Subdeterminanten (r — 1)*~^ Grades des Koefficientensystems von H 
enthalten p zur Potenz 

«1 + «2 + * • * 1 «r— 1; 

eine aber enthält p genau zu dieser Potenz. Der grosste gemeinschaft- 
liche Theüer aller Subdeterminanten (r — 1)*** Grades enthält also p 
zur Potenz t, jl ^^ jl jl^ 

Dr enthält p zur Potenz 

«1 + «2 H H «r, 

also enthalt t. 

TP ^^ 

p xfur Toten» Ur. Analog beweist man, dass 

* Die Substitutionen können auch direkt durch Auflösen linearer Gleich- 
ungen gefunden werden (vergl. 39). 

** Vergl. FrobeniuB, Theorie der linearen Formen mit ganzen Eoefficienten^ 
Crelle's Joum. (79) Bd. 86, § 6. 
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p zur Potenz Ur^i enthält, u. s.w. Die Potenzen 

sind daher die zur Basis p gehörenden einfachen ET von ^(4). Also: 
11) Man findet die Elementartheiler eines Systems 

\ 0...0 
Aj 0...0 
^3 0. ..0 


0...K 

vom Bange r, indem man jede der r von NuU verschiedenen Zahlen aus 
demsdben in Faktoren zerlegt^ die Potenzen verschiedener Primzahlen sind. 

Die allgemeinere Fassung unseres Ergebnisses folgt daraus, dass 
durch Zufügen von Nullreihen der Bang und die ET eines Systems 
ungeändert bleiben. 

Nachdem man, wie oben angegeben wurde, die einfachen ET des 
Systems einer Form j^^y^+... +Ä,z,y„ 

das vom Bange r sei, bestimmt hat, kann man nach 6, c) auch leicht die 
zusammengesetzten ET desselben berechnen. Man erhält darnach die 
letzteren ET aus den \,. . .hr wie folgt: Man zerlegt \, h^, .., hr in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen p^ q, r, , . . sind. Das 
Produkt der höchsten Potenzen von jp, 2, r, . . . ist der r** ET J5r des 
Systems, das Produkt der zweithöchsten Potenzen von Py q, r, . . . der 
(r — !)*• ET JE?r— 1 des Systems, u.s. w. Somit ist Er das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache tmd E^, wie bekannt, der grösste gemein- 
schaftliche Theüer der Zahlen \, h^, . . .hr. Es erscheint also hier der 
Begriff der zusammengesetzten Elementartheiler als eine Verallgemeiner- 
ung der Begriffe des grössten gemeinschaftlichen TheHers und des Meinsten 
gemeinschaftlichen Vidfcuihen auf Systeme von mehr als zwei Zählen. 

32. Die Form Ä = ^gita?<yjfc sei in die Theilformen Ai und A^ 

zerlegbar (22). Die Systeme Ä, Äi, Äg ^^^ ^; -^ii -^2 seien bez. vom 
Bange r, Z, m; dann ist nach Satz c) in 22 

r ^l + m. 

Die von Null verschiedenen zusammengesetzten ET von 9^ und 93^ 
seien bez. 


56 § 8, 32. 

ni-{-lj m-{-i} ... Ar- 

Dann giebt es nach 28 unimodulare Substitutionen S^ T^ üy V derart, 

Äia^i^i + h^x^y^ + • • • + hiXiyi « SA^ T, 

hi^iXi^iyi^i + hi^2Xt+2yi+2 H + Kxryr^ UA^V 

wird. Daraus folgt aber 

(9) \xiyi H h Kxiyi + Äi+ia;/+iy/+i H hKxryr 

wenn man berücksichtigt, dass 

SÄ^V^SA^T^SA^r^ UA^T^ ÜA^V^ UA^T^Q 

wird, weil nämlich die Variabelen, welche in S^TyA^ auftreten, in 
JJy Vy A^ fehlen. Setzen wir nun 

so wird (9), da A^A^ + A^ ist, zu 

K^Vi + ^^iVi H h Kxryr « FAQ. 

P und Q sind aber zerlegbare Formen; daher ist [22, Satz c)] 

\F\~\8\'\U\-±l, |ei-|r|.|F|-±l; 

P und Q sind also unimodulare Substitutionen. Man Jccmn also unter 
den gemachten Voraussetzungen durch ummodulare Svi>stitutionen A^ in 

JBi^ÄiiCiyiH +hiXiyij 

H^^hi^lXi^iyi^l'\ \-hrXryr 

und A= Aj^ + A^ in 

Hi + H^^\xiyi'\ VhrXryr^S 

überführen. 

Nun stimmen aber die ET von -4, -äj, A^ bez. mit den ETn der 
Eoefficientensjsteme §, §i, §, von jff, H^y H^ überein (26); man er- 
hält aber nach 31 die ET vom $i, indem man \y \y, , .hiy die von 
$29 indem man A/4.1, hi^^y . , .hry und die von $, indem man 
Äi, h^y . . .hr in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind. Daher sind die ET von § diejenigen von ^^ und ^^ 
zusammengenommen, und es gilt somit das Fundamentaltheorem:* 

V. Die Elementartheiler des Eoefficientensystems einer 
zerlegbaren Form (eines zerlegbaren Systems) sind die- 
jenigen der Koefficientensysteme ihrer Theile (die- 
jenigen seiner Theile) zusammengenommen. 

• Frobenius, 1. c. S. 164. 
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33« Wir geben zum Schlüsse dieses Paragraphen noch einige für 
spätere Verwendung nöthige Entwickelungen über zerlegbare Formen. 

Sei wieder die Form A in die Theile A^ und A^ zerlegbar, sei 
femer q eine positive ganze Zahl, die nicht grösser als der Rang r des 
Systems Ä von A ist; endlich bedeute 2)^, D^^\ D^*^ bez. den grossten 
gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten q*^ Grades von % 
'^i* ^f ^^ ^öcl^ ^if ^ die Systeme' von A^ und A^ vorstellen. Ist 
Q grösser als der Bang r^^ir^) von 83(82), so denken wir uns jDq^(I)q^) 
gleich Null gesetzt. Wir behaupten alsdann: 

D^ ist der grSsste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 

Beweis. Jede Subdeterminante p*** Grades S^^mym aus Ä, welche 
nicht dem Systeme ST^ oder 82 angehört, ist das Produkt einer Sub- 
determinante (p — m)***^ Grades von Stj und einer Subdeterminante 
^ton Qrades von 8(2 ; es giebt umgekehrt stets eine Subdeterminante 
Q*^ Grades von 9(, welche das Produkt zweier Subdeterminanten 
(q — my^^ Grades und m*^ Grades von 81 bez. ^ ist. Steckt also fiir 
ein bestimmtes m die Primzahl p in D^^Lm zur Potenz cc^y in D^ zur 
Potenz 1^2 , so steckt sie in allen Subdeterminanten Sg^m,m zur Potenz 
Oi + a^ und zu keiner höheren; daher ist D^^LmDj der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten S^^m.m] dies gilt für 
9i>»l,2,...(> — 1; die in 8^ bez. 82 auftretenden Subdeterminanten 
p^^ Grades aber haben per def. den grossten gemeinschaftlichen Theiler 
Df^ bez. D^*^; also ist D^ der grösste gemeinschaftliche Theiler der 
Zahlen 

w. z. b. w. Für p -= r folgt sofort, dizss der grösste gemeinschafüiche 
Theiler aller StibdeterminatUen r'** Grades von Ä gleich dem Produkte des 
grossten gemeinsamen Iheilers aUer Subdeterminanten r^^ Grades von Sl^ 
in den grossten gemeinsamen Theüer aUer Subdeterminanten r^^ Grades 
von SI2 istf wenn das System 8 vom Bange r in die Systeme 81 und 
Äj vom Bange r^ hez. r^ zerlegbar ist. 

m 

Die Ausführungen dieses Artikels gelten m. m. auch dann, 
wenn die Elemente von Sl ganze Funktionen einer oder mehrerer Ver- 
änderlichen sind. 
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§ 4. Systeme , deren Elemente ganze Funktionen 
einer Yeränderliclien sind. 

34. Die Entwickelungen des letzten Paragraphen gelten mit ge- 
ringen Modifikationen auch für Systeme (Formen) ^ deren Elemente 
(Koefficienten) ganze Funktionen einer Veränderlichen X sind. Die Be- 
griffe „Enthaltensein unter einer Form" („Vielfaches eines Systemes"), 
„Aequivalenz^^, „Elementartransformation" u. s. w. werden hier, wie 
früher in 23 — 25 und 27, definirt, nur dass also hier „ganze Funktion 
einer Veränderlichen X^^ für „ganze Zahl" zu setzen ist. An Stelle der 
unimodularen Substitutionen treten jetzt solche Substitutionen, deren 
Koefficienten ganze Funktionen von X sind, deren Determinanten jedoch 
von X unabhängig und nicht Null sind. An Stelle der Einheitssysteme 
treten Systeme, deren Elemente ganze Funktionen einer Veränder- 
lichen X sind, und deren Determinanten die oben angegebenen Eigen- 
schaften besitzen. Nimmt man die angegebenen Veränderungen in 
23 — 33 vor, so bleiben die Entwickelungen und Sätze daselbst im 
Uebrigen bestehen, denn da z.B. der Algorithmus zur Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers für ganze Zahlen und ganze 
Funktionen einer Veränderlichen derselbe ist, so gilt die Er o neck er- 
sehe Reduktion eines Systems in 28 nicht blos für Systeme mit ganz- 
zahligen Koefficienten, sondern auch für die hier betrachteten Systeme, 
deren Elemente ganze Funktionen einer Veränderlichen sind: der Grad 
des ersten Diagonalelementes wird so lange erniedrigt, bis dasselbe 
Theiler aller übrigen Elemente der ersten Zeile und Spalte wird, dann 
macht man durch Elementartransformationen c) alle die letzteren 
Elemente dieser beiden Reihen Null, u. s.w. — Insbesondere aber gelten 
die auf jene Reduktion sich stützenden Fundamentdlsätze Illa und 
Illb, IV a und IVb auch für Systeme (Formen) ^ deren Elemente (Koeffi- 
cienten) ganze Funktionen einer Variabden X sind* Zwei solche Formen 
kann man auch äquivalent nennen, wenn die eine in die andere durch 
Substitutionen übergeführt werden kann, deren Koefficienten ganze 
Funktionen von X sind, deren Determinanten aber von X unabhängig 
und nicht Null sind. 

Auf Grund dos Theorems IVb kann, da die Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers von ganzen Funktionen einer 
Variabelen durch rationale Operationen geschieht, auch hier auf ratio- 
nalem Wege über die Äequivaienz zweier Formen entschieden werdeft, 

• Frobeniuß, Crelle's Journ. (79) Bd. 86 , S. 202 und (80) Bd. 88, S.llO; 
Hensel, Crelle'a Journ. (95) Bd. 114, S. 100. 
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und auf rationalem Wege können (28, 30)* die Substitutionen gefanden 
werden, welche eine Form in eine äquivalente transformiren. U. s. w. 

Hervorgehoben werde schliesslich noch die CrüHgkeU des Fwndor 
mentalsatees V über die I^ementartheiler eerlegbarer Systeme für die hier 
beirachteten Systeme. 

35. Sind die Eoef&cienten einer bilinearen Form ganze Funk- 
tionen a*^ Grades einer Yariabelen X, so soll a der Grad der bi- 
linearen Form** heissen. Analog wird man den Begriff ,,Grad 
eines Systems" einführen, um dann auch die folgenden Ergebnisse für 
Systeme in Sätze fassen zu können. Da derartige Uebertragungen ge- 
nügend oft in § 3 und § 4 ausgeführt wurden, dürfen wir uns auf 
Formen beschränken. .Eine bilineare Form a}^ Grades Ä lässt sich 
stets auf die Gestalt 

-4 = ^0^' + ^1^1""^+ f-^« 

bringen, wo ^„ J,, . . . Aa bilineare Formen sind, deren Koeffi- 
cienten nicht von X abhängen, und A^ nicht identisch Null ist. 

Ist B eine bilineare Form ß^^ Grades, und wir setzen, wie vor- 
stehend, ^ _ ^^^ ^ B^lß-^ + . . . + B^, 

soist, wemi j^^j^^^^ 

ist, das symbolische Produkt 

AB « A^o^"+^ + (A^i + A,B^)X^'^ß'-^ + . • . 
von A und B eine bilineare Form genau vom (« + /3)*^ Grade. Denn 
A^ Bq kann, wenn | Bq \ nicht Null ist, nur dann identisch verschwinden, 
wenn A^ identisch verschwindet (12), was gegen die Voraussetzung 
verstösst. Allgemeiner beweist man analog, wenn C eine weitere bi- 
lineare Form vorstellt, den Satz: 

a) Der Grad der Form ABC ist gleich der Summe der Grade von 
Ay B und C, wenn in zwei Faktoren des symbolischen Froduktes die 
Determinanten der Formen^ welche mit den höchsten Potenzen von X 
mtdtiplizirt sind, nicht verschwinden. 

Wir behalten die Bezeichnungen bei und beweisen einen weiteren 
Satz: 

h) Ist ß ^cc und \ Bq \ nicht NuU, so giebt es eine und nur eine 
Form Q vom Grade a — ß und eine Form C von niedrigerem als ß^ 
Grade, welche der Gleichung 

A^QB + oder A^BQ + G 
Genüge leisten, 

• Vergl. S. 64, Anm. 1. 
•• FrobeniuB, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S.202. 
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Setzt man nämlich ^ a ^, 

so hat man die Form 

so zu bestimmen, dass der Grad der Form 
kleiner als ß wird. Nun ist aber 

Daher müssen die Koefficienten von A", A"~"^, . . . A^ verschwinden; 
es muss also 

Ä,^Q^B^+ Q^B^, . . ., ily -= Q^By + Q^By^X + ... + QyB^ 

sein. Da | jB^ | ^ vorausgesetzt wird, so ergiebt sich aus vorstehen- 
den Gleichungen 

Q^^Ä^B-\ Q^^ (j^ _ Q,B,)B^'^ = J,Bo-' - A.Bo'-^B.B^', 

u. s. w. Daher sind die Formen ^09 ^1 ) * * * ^/ ^^^ damit Q und C 
vollständig bestimmt. Analog findet man die Formen Q und C, welche 
die Gleichung Ä^BQ+C erföllen. 

36« Von besonderem Interesse sind diejenigen Formen, deren 
Koefficienten ganze Funktionen ersten Grades einer Yariabelen X sind. 

A '^^atkXif/k, B ^^hnXiyk (i, i = 1, 2, . . . n) 

zwei solche Formen, so können wir, wie oben, 

A^IÄ^+A^, B^XBq+B^ 

setzen, wo also -4^, -4^, B^^ B^ von X tmabhangige Formen vorstellen. 
Ist die Determinante | A^ \ von A^ nicht Null, so kann die Deter- 
minante I A I von A nicht für jeden Werth von X verschwinden; denn 
man hat 


A\^\XA^+A^\ = X^\A^\ + '" + \A^ 

üeber zwei bilineare Formen ersten Grades gilt nun folgendes 
Theorem von Weierstrass:* 


• Weierstrasa, BMI868, S.812 — 814 (Ges. Werke Bd. U, S.21— 22); 
G. Jordan, Compt. rend. 1871, II. sär. pag. 787 und Lionville^s Joum. 1874, 
S. 85; Hamburger, Grelle 's Joum. (73) Bd. 76, S. 113; Darboux, Liou- 
ville's Joum. 1874, S.347; Kronecker, BM 1874, S. 216 flg. [Ges. Werke Bd.I, 
S. 891 flg.]; Gundelfinger in Hessens Yorl. über anal. Geom. des Baumes, 
3. Aufl. 1876, IV.Supplem.;Stickelb erger, Grelle's Joum.(79)Bd.86,S.20flg.; 
Predella, Le omogr. in uno spaz. ad un num. qval. di dimens. Ann. di mat. 1889 — 90, 
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VI. Wenn die Formen Ä'^XA^+A^ und B^ XB^ + B^ so 
beschaffen sind^ dass die Determinanten \Aq\ und \Bq\ 
nicht verschwinden^ und die Elementartheiler der 
Determinanten {A^^+^l und |AJSQ+£j|übereinstimmeny 
so kann man jede dieser Formen in die andere durch 
Substitutionen transformiren, die nicht Null sind, 
und deren Eoefficienten nicht von X abhängen. 

Beteeis. Die Systeme der Determinanten | A \ und | B \ sind von 
gleichem Range n; ausserdem stimmen ihre ET überein; folglich 
sind die Formen A und B äquivalent (Theorem lYa in 30, 34), und 
zwar können auf rationalem Wege zwei solche Substitutionen P^ und 
Qq gefunden werden, dass symbolisch 

(1) -B = Po^Co 

ist, wobei die Eoefficienten der Formen Pq und Qq im Allgemeinen 
von X abhängig, ihre Determinanten aber von X unabhängig und nicht 
Null sind (30, 34). Die zu Pq und Q^ inversen Substitutionen 

sind von gleicher Beschaffenheit, wie Pq und Q^. Aus (1) folgt zu- 
nächst P.A^BS,, AQ,^B,B. 

Jetzt bestimmen wir Formen P, P^, Q^ Q^^ P, P^, 5, S^ so, dass 

Po«PPi + P, Qo'-QiB+Q, 
Bq = AR^ + P, 8q^8iA + 8 

und der Grad von P, Q, P, 8 niedriger wird, als der Grad von B bez. A 
(35, Satz b). Da hier A und B Formen ersten Grades sind, so sind 
die Formen P, Q, P, 8 von X unabhängig. Dann wird 

P^A - B8^^B(S^A + S) - B8,A + BS, 
P^A - (PP, + P)Ä - BP^A + PA, 

^^^ PP,^ + PA^ B8^A + PS, 

B{P^-8;)A^B8-PA. 

Da \Bq\ und \A^\ nicht Null sind, so ist der Grad der zuletzt links 
stehenden Form nach 35, Satz a) mindestens gleich Zwei, der Grad 

Ser.n, Bd.XVn, § 10; Calb, Dimost. algebr. del teorema di WeieretrasB sul. 
forme bil., Ann. di mat. 1896. Diese Autoren beweisen das Theorem mit Benutzung 
der Wurzeln der Gleichungen | X J^ + ^^ | «= und | X Bo + B^ | - , also auf nicht 
rationalem Wege. Den obigen Beweis, bei welchem die Wurzeln jener Gleichung 
(die einf. ET.) nicht expl. auftreten und überhaupt nur rationale Operationen 
vorkommen, gab Frobenius, Crelle's Joum. Bd.(79)86, S. 202— 204. 
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der rechts stehenden Form ist aber höchstens gleich Eins, daher 
müssen in der letzten Gleichung die rechts und links stehenden Formen 
verschwinden, und zwar muss (12) 

(2) P1-/S1-O, BS-PA^O 
sein. Nim ist aber für 

daher ist ^<>^« " ^*' 

E - Öo(Si^ + 8)- QoS^Ä + iQ,B+ Q)S 

= Q^S^A + Q^BS + Q8 

und wegen (2) somit 

oder B-QS-Q,8,A+Q,PA 

(3) E-QS^iQ^S,+ Q,P)A . 

Die Form links in (3) ist von X unabhängig, die in (3) rechts stehende 
enthält X in den Koefficienten mindestens linear (35, Satz a), daher 
muss (12) 

sein. Die Form S ist nach der letzten Gleichung die zu Q reciproke 
Form. Daher hat man 

(4) QS^SQ^E, 

und es ist weder | Q \ noch 1 8 \ Null. Jetzt folgt aber aus (2) und (4) 

PAQ-^BSQ-^BE^B-, 

dsL \B\ nicht Null ist, so ist es auch \P\ nicht. Die symbolische 
Gleichung 

(5) B^PAQ 

besagt aber, dass A in B durch zwei Substitutionen P und Q über- 
geht; die Koefficienten derselben sind von X unabhängig, ihre Deter- 
minanten nicht Null; daher ist unser Satz bewiesen. 
Aus (5), oder anders geschrieben, aus 

XB,+ B,^P{XA,+ A,)Q 
oder 

XB^+B,^XPA^Q + PA,Q 

folgt, da diese Gleichung für jedes X gilt und die in ihr auftretenden 
Formen von X unabhängig sind, 

B,^PA,Q, B,^PA,Q. 

Die Uebereinstimmung der ET der Determinanten 

\XAq+A\ und \XBq+B^\ 

ist die nothwendige (26, 34) und, wenn, die Determinanten | Aq \ und 
Bq \ nicht verschwinden, auch die hinreichende Bedingung dafQr, dass 
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man Substitutionen P^ Q angeben kann^ deren Determinanten nicht 
Null sind, und die sowohl A^ in Bq^ als A^ in B^ überfahren. Ueber 
die Uebereinstimmung der ET wird auf rationalem Wege entschieden 
(34), und nur rationale Operationen brauchen angewandt zu werden, um 
im Falle der Aequivalenz der Formen XA^ + A^^ und XBq + B^^ die Sub- 
stitutionen P und Q zu finden (vergl. 34 und vorstehenden Beweis), welche 
A^ in Bq, -4j in J5j, also jede Form der Schaar (1) 

(6) X,A^+X^A^ 
in die entsprechende Form der Schaar 

(7) A^Bo+^Bi 

überfuhren. Dabei wurde die Einschränkung gemacht, dass | A^ \ und | B^ \ 
(oder auch | A^ \ und | B^ |) von Null verschieden sind. Um nun die 
analogen Fragen auch im allgemeineren Falle, wo nur vorausgesetzt 
wird, dass die Determinanten der hel/rackteten Schaaren (6) und (7) nicht 
identisch Null sind^ wo aber die Determinanten beider Grwndformen 
jeder Schaar NuU sein können, zu erledigen, müssen wir die ET der 

Determinanten | A^^q + >t2 A I ^^^ I ^i-^o ~^ ^2-^1 1 ^^^ Auge fassen, also 
zur homogenen BetrOiChtu/ngsweise übergehen. Wir nehmen dabei den 
Ausgang vom allgemeineren Falle, wo die Eoefficienten einer bilinearen 
Form (Elemente eines Systems) homogene ganze Funktionen gleich 
hohen Grades zweier Veränderlichen X^^ \ A^ sind. 


§ 5. Systeme, deren Elemente binSre Formen 

gleichen Grades sind« 

37. Es sei A ^^auXiifk (i, i = 1, 2, . . . n) eine bilineare Form, 

deren Eoefficienten homogene ga/nze Funktionen a*^ Grades ztoeier Ver- 
änderlichen l^ I X^ sind. Führen wir dann in J. an Stelle der Veränder- 
lichen X^ I A2 durch die lineare Substitution 

^ ' l A,«U-f Ä', 

gh' — g'h 

nicht Null ist, eine Variabele (einen Parameter) A ein, so geht A in 
eine Form der im letzten Paragraphen betrachteten Art über, die wir 
mit A bezeichnen wollen. Durch (1) geht nicht nur \A\ in \A\y 
sondern auch jede Subdeterminante q*^ Grades Sq von | ^ { in die ent- 
sprechende Subdeterminante q*^ Grades Sq von | A \ über. Ist a^X^ + a^ Ag 
ein linearer Theiler von S^, der in S^ zur Potenz lg auftritt, so tritt 
der ihm entsprechende Theiler a^'A + Oj', wo 
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Yon /S^ in Sq zur Potenz 2^ auf^ falls nicht 

wird, in welchem Falle dem^^Theiler a^Ai + a^Aj von S^ bberhaupt 
Tcein* linearer Theiler von 8^ entspricht. Entspräche nun einem 
weiteren Linearfaktor h^X^ + h^X^ von S^^ wo nicht 

Oj : Oj = 6^ : &2, 
ebenfalls in S^ der Theiler a[l + a^, so wäre 

wenn C eine von Null verschiedene^ endliche Grösse bedeutet. Aus den 
letzten Gleichungen folgt aber, wenn man C eliminirt^ 

(oitg — aj6i)(srÄ'— g'h) = 0; 
es wäre also ,, ,, ^ 

gegen die Voraussetzung. — Daher tritt der Theiler a[X-{-a[y wenn 
a[ =1= ist, in 5^ genau zur Potenz l^ auf. 

Die KoefQcienten a[ und a^ können nicht gleichzeitig Null sein, 
da sonst gV—g^h Null wäre. Die Systeme von \Ä\ und \A\ sind da- 
her gleichen Hanges, 

Nim sei der Rang des Systems von \A\ gleich r. Der grösste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten r*^ Gf'ades von | A \ 
gleich G{Xi \ ^). Dann wählen wir in (1) die Eonstanten g und A so, 
dass G{g\h) nicht Null wird, und führen dann A mittelst (1) in A 
über. Ist nun a^^ + OjA, irgend ein linearer Theiler von 6r(Ai |jl,), 
also die Basis eines ETs des Eoefßcientensystems von A (4), so ist a^ 
nicht Null. Wäre nämlich a[ '^ a^g + a^h Null, so wäre 6r(>li|Aj) 
för Aj = ^, Aj =« A Null, gegen die Voraussetzung. Daher ist a[X + a!^ 
ein linearer Theiler aller Subdeterminanten r"^^ Grades von \A\. Tritt 
a^X^ + a^X^ in allen Subdeterminanten q^^ Grades {q ^r) des Systems 
von I A I zur Potenz l^ auf, so gilt das Gleiche von dem entsprechenden 
Theiler a[X + a[ aller Subdeterminanten q^^ Grades des Systems von | A |, 
und umgekehrt. Daher ist vermöge (1) jedem Elementartheüer (a^Xi+ a^ ^2)*? 
des Koeffunentensystems von A ein Elementartheüer {a[X + a^^q des Ko- 
efficientensystems der Form A eindeutig zugeordnä, wenn G{g\h) von 
Null verschieden ist. 


• Kein „eigentlicher", d. h. von l wirklich abhängiger Theiler u. s. w. Dieser 
Zusatz „eigentlicher" bleibt als selbstverständlich oben weg. 
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38. Von dem eben entwickelten Principe der Zuordnung werden 
wir später noch ausgedehnte Anwendung machen. Zunächst benutzen 
wir dasselbe zum Beweise des folgenden Theorems i**^ 

YII. Ist ein System^ dessen Elemente binäre Formen gleich- 
hohen Grades sind, zerlegbar, so sind die Elementar- 
theiler desselben diejenigen seiner Theile zusammen- 
genommen. 

Es sei die Form A, deren Eoefficienten homogene ganze Funktionen 
gleichen Orades von zwei Veränderlichen X^ \ A, seien, in die Theile ^^ 
und A^ zerlegbar; ^C^ und ^C, seien die Eoefficientensysteme Ton A^ 
bez. -4j. Die Rangzahlen von Ä, Äj, Ä, seien bez. r, r^, r,. Bedeutet 
dann G den grossten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
r*^ Grades von 8, und haben G^ und G^ für die Systeme Ä^ und Ä^ 
die analoge Bedeutung, so ist nach 33 (^vergl. die Schlussbemerkung) 

(2) G^G.'G,. 

Jetzt transformiren wir mittelst einer Substitution (1) die Form 

A^Ai + A^ 

in eine Form _ _ — 

A-=-Ai + A^ 

und zwar wählen wir dabei die Konstanten g, h wieder so, dass G für 
^"■^7 AjB-Ä nicht Null ist. Die Systeme von -4, A^ -4, bezeichnen 
wir bez. mit Ä, %,%. Da ff fttr Ai« ^, A, = A nicht Null ist, so 
gilt wegen (2) dasselbe von G^ und G^, Daher ist durch diese Gleich- 
ungen (1) jedem ET von Ä ein ET von Ä, aber auch jedem ET von 
Äj oder STj ein ET von Äj bez. Äj zugeordnet (37). Nun sind aber die 
ET von Stj und 9, zusammengenommen gerade die ET von % 
(Theorem Y, 34), also sind auch die ET von ^C^ und St^ zusammen- 
genommen diejenigen von Sl, w. z. b. w. 

39. Es seien nunmehr special die EoefQcienten der bilinearen 
Form A binäre Formen ersten Grades \ wir können dann 

(3) A = X^Ai + X^A^ 

setzen, wo A^ und A^ Formen sind, die nicht von X^ \ X^ abhängen. 
Alsdann stellt A eine Schaar von bilinearen Formen vor (1). Ist die 
Schaar A eine ordinäre, so enthält sie eine endliche Anzahl singulärer 
Formen (10); eine singulare Schaar enthält lauter singulare Formen. 
Das Formenpaar A^j A^ heisst ein ordinäres oder ein singuläres 
Formenpaar, je nachdem | X^A^ + A,^, | =|= bez. = ist. 

* Dasselbe ist in einem weit aUgemeineren Theoreme enthalten. Vergl. § 18, 
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Es sei nun durch 
(4) B^X^B^+X^B^ 

eine zweite Schaar gegeben. Dann heissen die beiden Scbaaren A und 
B von bilinearen Formen äquivalent^ wenn man A m B durch zwei 
von X^ I ^2 unabhängige Substitutionen P und Q gemäss einer sym- 
bolischen Gleichung B — PA Q transformiren kann, deren Deter- 
minanten I P { und { Q I nicht Null sind. B geht dann in A durch die 
zu P und Q inversen Substitutionen P'"^ Q"^ über, die ebenfalls von 
X^ \ X^ unabhängig sind und nicht verschwindende Determinanten be- 
sitzen. Giebt es Substitutionen mit nicht verschwindender Deter- 
minante, welche eine Form A^ in eine Form JS^ und zugleich eine 
Form A^ in eine Form B^ transformiren, so heissen die Formen- 
paare A^, A^ und B^, B^ äquivalent. 

Sind die Schaaren A und B äquivalent, so giebt es Substitutionen, 
welche jede Form der einen in die entsprechende Form der anderen 
Schaar, die also insbesondere jede der Grundformen der einen Schaar 
in die entsprechende Grundform der anderen Schaar überführen (36). 
umgekehrt folgt aus 

B,^PA,Q, B,^PA,Q, 

X^B,+ X,B,^P(X,A, + x,a;)Q 

^^'' B^PAQ. 

Giebt es Substitutionen P, <?, wo |P|, \Q\ nicht Null ist, die A^ in 
Bi und gletdizeüig A^ in B^ transformiren, so sind die Formenschaaren 


X^A^+X^A^ und XjPi+iljB 


2 


äquivalent. Sind die Formenschaaxen A und B äquivalent, so sind es 
auch die Formenpaare A^y A^ und B^^ J?,, und umgekehrt. 

Sind zwei Schaaren X^A-^-X^B und Xyk + X^B äquivalent, so 
sind die Substitutionen, welche gleichzeitig ^ in A, jB in B überführen, 
rational bestimmbar. Denn sind P, Q zwei Substitutionen der gesuchten 
Art, so hat man (symbolisch) 

fii^PAQ, B^PBQ, 
woraus für Q"^ = B 

KB^PA, BR-^PB 

folgt, sodass, wenn 


A ^-^autXiffk, B ^^hijtXiijjty 
k^^anXiyky B ^^ßncXiffk u.s.w. 


(i, & = 1, 2, . . .«) 


nach (5) in 10 
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(5) ^Oii Tit "=^i>n ö/t, ^ßii Tu ^^Pii hk 

tili 

(1-1,2,. ..n) 

sein muss. Man hat sonach f&r die 2n' unbekannten Köef&cienten 
Pijt und qn gerade 2n' homogene lineare Gleichungen (5). Die Deter- 
minante derselben muss yerschwinden^ und die willkürlichen Kon- 
stanten, die in die allgemeinste Lösung derselben eingehen, müssen so 
gewählt werden können, dass | P | «|= 0, | JB | -|= ist. Damit ist P 
gefunden, aber auch §, da ^ — JJ— ^ ist.* 

Eine Forxnenschaar bildet zusammen mit allen zu ihr äquivalenten 
Schaaren eine Klasse von Formenschaaren (25). Man definirt femer 
die Begriffe „elementare Schaar^ „reducirte Schaar% u. s.w. hier 
genau so, wie es am eben citirten Orte bei Formen mit ganzzahligen 
Koefficienten geschah. Analog spricht man von einem „elementaren 
Formenpaare'', einem „reducirten Formenpaare", u. s.w. 

Aus dem Hauptsatze 11 in 8 oder auch direkt, wie in 24 und 
25, ergiebt sich der Satz: 

lä) Sind zwei Formenschcuiren A wnd B äguivcUenty so stimmen 
ihre Koefficientensysteme im Bcmge und in den Elementartheilem Oberem. 

Auf Grund dieses Satzes bezeichnet man die ET des Koefficienten- 
Systems einer Formenschaar A auch als elementare Invarianten 
der Schaar A (des Formenpaares A^ und A^. Man wird nun sofort 
die Frage aufwerfen, ob sich dieser Satz 12 umkehren lässt. Das ist 
aber nicht allgemein der Fall, sondern nur dann, wenn die Deter- 
minanten I A I und I B I der Schaaren nicht identisch Null sind; im ent- 
gegengesetzten Falle müssen nicht blos Rangzahlen und ET der Systeme 
von I A I und { B \ übereinstimmen, sondern es müssen noch weitere 
Bedingungen erftlllt sein, damit die Schaaren A und B äquivalent 
sind (§ 8). Wenden wir uns zunächst zum Falle, wo die Deter- 
minanten der Schaaren A und B nicht identisch NuU sind und die ET 
dieser Determinanten Oberemstimmen, Da |^| nicht identisch Null ist, 
80 können wir die Konstanten 9, h in (1), so wählen, dass | A \ für 
^ = P, A, = Ä, also , . , T . , 

nicht Null ist, was zur Folge hat, dass auch 


SrPi+ÄPj 
nicht verschwindet. Alsdann wird vermöge (1) 

• Vergl. Frobenius, Crelle's Joum.(79) Bd. 86, S. 146— 147. 
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X^A^ +X^A,^(0A^ + hA,)l + g'A, + h'A^ - A J, + Z„ 

X,B, + l,B^^(gB, + hB,)l + g'B,+ h'B,^XB^ + B,, 

wo die Formen 

gAi + hA^ — A^, sfA^ + h!A^ =- A^ 

U.S.W. gesetzt wurden. Die ET von |^| und \B\ stimmen nach 
Voraussetzung überein^ also auch diejenigen Yon 

X2^ + A^\ und \XB^+B^\ (37), 


die Determinanten | A^ \ und { B^ \ sind nicht Null, also giebt es nach 
36, Theorem VI Substitutionen, deren Eoefficienten von A nicht ab- 
hängen und deren Determinanten nicht Null sind, die IA^+ A^ iu 
XBi+ B^ überführen. Durch diese Substitutionen geht also A^ in 
jB^, A^ in J?2; ii^ithin die Schaar 

X^A^ + X^A^ 
in die Schaar X[B, + X',B, 

über. Insbesondere geht durch diese Substitutionen 

Ä'Ä - Ä J, = h'(0A^ + hA,) - h(^A, + h'A,) = (h'g - lig')A^ 
in 

h'B^ - A5, = Ä'O/Bj + hB^) - h(^B, + ^B,) - (Vg - h(^A„ 

also Ai in B^ über; analog zeigt man, dass jene Substitutionen A^ 
in B^ überfahren. Die Eoefficienten dieser Substitutionen hängen nur 
von denen der Formen A^^ A^^ B^y B^ und den Eonstanten ^, g\ ä^, U 
ab; ihre Determinanten sind nicht Null; also sind die Schaaren 

A^X^A^ + X^A^ und B ^ X^B^+ X^B^ 

äquivalent, w. z.b. w. 

Wir wollen das erlangte Resultat in dem Satze zusammenfassen: 

VIII. Zwei Formenschaaren, deren Determinanten nicht 
identisch Null sind, sind dann und nur dann äqui- 
valent, wenn die Determinanten der beiden Schaaren 
. in ihren Elementartheilern übereinstimmen. 

Dieses Theorem hat zuerst Weierstrass, nur in etwas anderer 
Form, aufgestellt in seiner für unsere ganze Theorie grundlegenden 
Arbeit: „Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen."* 

Bezeichnen wir den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten q^^ Grades von \A\ (von | JS|) mit i)<")(D(*)), so ist 

• BM1868, S. 312 — 314 (Ges.W.Bd.II, S.21— 22). Yergl. auch die S. 60— 61 
citirte Literatur. 
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nach dem Theoreme YIII die nothwendige und hinreichende Bedingung 
für die Aequivalenz der Schaaren A und B^ dass 2?(«> mit i)^*) für 
p — 1, 2, . . . n übereinstimmt. Nun können aber 2)(«) und D(*) auf 
rationalem Wege ermittelt werden (36^ 39), (Üsq kann über die Aequi- 
valenz zweier Formenschaaren auf rationalem Wege entschieden werden, 
und die Substitutionen, welche eine Schaar in eine äquivalente über- 
führen, können durch alleinige Anwendung rationaler Operationen ge- 
funden werden (siehe oben). Nirgends treten die (einfachen) ET, die 
im Allgemeinen irrational sein werden, wirklich ezplicite auf. Unser 
Beweis dafür, dass die üebereinstimmung der ET von \A\ und \B\ 
die Aequivalenz von A und B zur Folge hat, basirt eben auf der 
Er onecker 'sehen Reduktion einer Form (28, 34), die rational aus- 
geführt wird, und die zu einer Form führt, in welcher nur die 
zusammengesetzten ET als Eoefficienten auftreten. Dagegen benützt 
Weierstrass bei seinem Beweise eine reducirte Form einer Schaar, 
welche die Zerlegung der Determinante der Schaar in ihre einfachen ET 
nothwendig macht. Indem wir nunmehr auf diese ausserordentlich 
wichtige Weierstrass'sche Reduktion einer ordinären Schaar von 
bilinearen Formen naher eingehen, werden wir zugleich einen zweiten 
Beweis unseres Theorems YIII gewinnen. 


§ 6. Reduktion einer ordinftren Schaar von bilinearen Formen 

nach Weierstrass."' 

a) Vorläufige Umformung der Schaar und die Jacobi'sche 

Transformation. 

40. Es seien die bilindaren Formen 

A^^anXiyky B ^^h^Xiffk (i, t — 1, 2, . . . w) 

die Grundformen einer Schaar X^A + X^B^ und zwar seien die Deter- 
minanten von A und B nicht beide Null, also sei etwa | A \ von Null 
verschieden. Wir verstehen unter X eine willkürliche Veränderliche 

und setzen ^ ^ -r^ ^ 

XA — B'-^Cy 

G'^^CuXiifk (i, i — 1,2, ...n); 

es ist also . 

Cik — Xaa — Oik 

und die Determinante 


* Vergl. zu diesem Paragraphen die zuletzt citirte Arbeit von Weierstrass: 
BM1868, S. 310— 338 (Ges. W. Bd. 11 , S. 19 — 44). 
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lOii — &u Xoin — bi 


C\-\XÄ-B\- 


^4» 


ia«i — Kl ^a^n— h* 

von C verscliwindet nicht identisch, da | -4 1 -|- ist. Wir wollen diese 
Determinante kurz mit S bezeichnen. Die Wurzeln der Gleichung 

5-0, 
die sämmtlich endlich sind, wollen wir mit 

bezeichnen, wo h^n ist. Sei c^ « c eine dieser Wurzeln und der 
Exponent der höchsten Potenz, zu welcher erhoben der lineare Theiler 
Jl — c von S in allen Subdeterminanten (n — x)**' Ordnung von S auf- 
tritt, gleich lx(x «=-0, 1, ... n — 1, Iq^T). Setzen wir dann 

(1) Ix-i - Z* -= c, (x — 1, 2, . . . n; h — 0), 

so sind die Potenzen 

(l - cy», (;i - c>, . . . (A — c> 

von A — c, deren Exponenten nicht Null sind, die sammtlichen zur 
Basis X — c gehörigen ET von S (4); es ist 

^ + e» + h «» — i. 

Nunmehr bezeichnen wir die Adjunkte des Elementes Ca im 
Systeme von S mit iSa, femer diejenige Determinante (n — x)**' Ord- 
nung, deren System aus demjenigen von 8 durch Weglassen der x 
ersten Zeilen und Spalten hervorgeht, mit 8^"^* endlich bedeute 

(-iy'8^ri 

die Determinante (» — « — 1)*^ Ordnung, deren System aus dem von 
S^*) dadurch hervorgeht, dass man die (t — x)** Zeile und die (Je — x)** 
Spalte weglasst. Dabei muss natürlich i > x, Jc> x sein; ist i oder h 
kleiner oder gleich x, so denken wir uns l^^k *» gesetzt. 
Zunächst erkennt man, dass 

(2) Är'^-sw 

ist. Femer bestehen nach der Determinantentheorie die Gleichungen 

8ii Sik — 8ii 8ik ■=« 8 Sikj 
S22 Sik — Si$ Sii'^ S Sik, 

(3) q" nff Qft Qft Off Qtit 


wo Si\~^^ -^ S'"' = 1 zu setzen ist. 

• Es ist «»»S, S(i)- S', SW-.S", ... zu setzen. 
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Wir dürfen die Annahme machen^ dass in der Determinante S 
die mit S', iS", . . . S^"""*^ bezeichneten Subdeterminanten alle in Be- 
zug auf den linearen Theiler il — c regulär (5) sind. Da nämlich 
S ^p 0^ also regulär ist^ so enthält es nach Satz 1) in 5 mindestens 
eine reguläre Subdeterminante (n — 1)*^ Grades, die wir durch Reihen- 
vertauschung an die Stelle Ton S' bringen, falls dieses nicht schon 
regulär war;* nun enthält S' nach Satz 1) wieder mindestens eine 
reguläre Subdeterminante (n — 2)^^ Grades, u. s. w. Man kann also 
durch blosse BeüienTertauschung [Elementartransformationen b) in 27J 
bewirken, oder anders ausgedrückt, wir können in A und B und dar 
mit in C eine solche Anordnung der Variabden Xi und yi zu Grunde 
legen, dass die mit S\ S", . . . bezeichneten Subdeterminanten von 8 alle 
in Bezug a^f den betrachteten LinearfaJctor X — c von S regulär sind. 

Dass bei dieser vorlauten Umformung sämmtliche ET Ton S 
ungeändert bleiben, braucht wohl kaum bemerkt zu werden (27). 

41. Da die Determinanten S, S', 5", . . . alle regulär sind, wie 
wir Toraussetzen dürfen, so ist keine derselben identisch Null, wir 
können daher aus (3) die Gleichungen 

5 ■" 5' "*■ 5iS' ' 

^ik ^ik , ^i2^2k 

5' "" 8" "^ S'S" ^ 
rÄ\ q" q'" <?" <?" 


8" ~ 8^'' + 8" 8 


ttff 


Sin-l) ßf(..) "^ ßf('»-l)5(") 


folgern, wobei wegen (2) 

gesetzt werden konnte. Durch Addition ergiebt sich aber aus (4) 

^^ 8 "^ 88' "^ 8' 8" ■*" 5"5f'""^ ^ ^(»-i)^^ 

Ist i^Jo{k^{), so besteht die rechte Seite dieser Gleichung aus 
einer Summe von i{k) Gliedern, deren Bildungsgesetz man leicht er- 
kennt. Jetzt multipliziren wir (5) rechts und links mit UkVi und 
Summiren über i, k. Dann erhalten wir 

• Vergl. den Anfang von 7. 
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W ^ S ***^*"" SS* "^ S'S" "*■ iSf'Ä'" "^ ^ ÄC—DÄ«)' 


wenn wir 


(7) 


(iy Ä; =»1, 2, . . . w), 

Z" — SmWä + Ä28W, H h 'Sa «Wh, 


und 


(8) 


x(")= Sir''«, 

r' — SiiVi + Äjit), + SJlt7,^ t-s.i»,, 

r" - + sU f, + -Sm», + • • • + 5,1 j ». , 


rw- 8i\-^^v, 

setzen. Die durch (6) gegebene Umformung einer bilinearen Form 

^SijtUkVj (i, ife « 1, 2, . . . n) 

bezeichnet man als die Jacobi'sche Transformation der Form.^ 
Die hier entwickelte Methode gab Weierstrass I.e. an. 

b) Die Zerlegung von >-ö-Wjbt?» in FartialbrüolLe. 
42. Auf der linken Seite der Gleichung (6) steht die zur Form 

reciproke Form C"^ (12); C""^ ist eine rationale echt gebrochene 
Funktion der Veränderlichen X und soll als solche in Partialbrüche zer- 
legt werden, uns interessiren zunächst nur die Glieder der Zerlegung, 
in deren Nennern Potenzen des Linearfaktors X — c Ton S stehen. 
Anstatt nun dieselben direkt aus C"^ zu berechnen, benutzen wir die 
Gleichung (6) und zerlegen jedes Glied der rechts stehenden Summe 
in Bezug auf A — o in Partialbrüche und fassen dann die Glieder, in 
deren Nennern gleichhohe Potenzen yon X — c stehen, zusammen. Um 
nun das Glied 


• Vergl. Jacobi, Crelle's Joum. (67) Bd. 68, S.266. 
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6f(x-i)5(x) ' 

wo X eine der Zahlen 1, 2, . . .n bedeutet, und Z(i)« Z', ZW« Z", 
U.S.W. zu setzen ist, in Partialbrüche zu zerlegen, verfahren wir wie 
folgt: 

Wir wissen, dass fif(«— 1)5^*^ den Faktor X — c genau zur Potenz 

enthält, da die Determinanten S(«— ^) und S^'^ in Bezug auf A — c 
regulär sind (40). Also ist 

|/^(x-i;f(x) ^ „(g 

eine Funktion von il, die für X^c nicht Null wird; wir können 
daher in der Umgebung der Stelle X ^ c sowohl 

Z(x) 

als auch y^ 

Q 

in eine unendliche Beihe nach steigenden Potenzen von X — c ent- 
wickeln * Nun sind aber Z^*^ und Y^"^ bei unbestimmten Werthen Ton 

u^y tijj, . . . «„ und t;^, t;,, . . . v, 

durch die ?x** Potenz von X — c und keine höhere theilbar, da S^"^ -= ^xV^^ 
in (7) und (8) regulär ist. Die Entwickelungen von 


und 


e — Q 

haben demnach folgende Gestalt: 


* Zerlegt man Q* irgendwie in Faktoren p, q derart, dass sich p und q in 
der Umgebung der Stelle X » c nach steigenden Potenzen von l — c entwickeln 

lassen, so gilt das Gleiche von ^^^ 1 sowie von 

p q 

und man erh&lt schliesslich fär — . _ . eine Entwickelung von der Ge- 

stalt (12). Wenn oben specieU S^" ^S^''^ 

p^q=^Q 

gewählt wurde, so geschah dies mit Bücksicht auf die Ausführungen in § 10 
dieses Buches. 
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§ 6, 42. 


(9) 
(10) 


Q 

rw 
Q 


(A - cynX.oH- (A - c)Xni + (il - c)*X„+ •••], 

(A - cy'CFxo + (A - c) r«i + (A - c)«r,2 + •••], 


wo die Xxfi, Tgv von der Form 


(11) 


Zx^ =- --=r (Cxx/»t4x + hCx/iWii) /t — 0, 1,..., 

V C/x 

Txr — -;= (I>»x»t;x H h -D««rt?») V — 0, 1, . . . 


sind; Cx und die Eoefficienten yon u^, . . . u« und v^, . .. Vn in (11) 
sind ganze Funktionen Ton c und den Eoefficienten der Formen A 
und B. 

Aus (9) und (10) folgt aber durch Multiplikation, wenn wir f£lr 
Q wieder seinen Werth einsetzen, 


8f. 


[rxo + (A-c)rxi + .-] 


oder mit Rücksicht auf (1) 


(12) 


1 


[Zxo + (A-c)Zxi+.-.][rxo+(A-c)rxi+-..] 

[Zo+ Zi(A - c) + Z^{1 - o)«+ ...] 


^1 


>^-.-l 


:: 1 : 1 1 2_ 


+ Ze^ + 


die X ersten rechtsstehenden Glieder sind der Beitrag , welchen 

5(x— 1)5(») 

6ei der Fartialbruchzerlegung in Bezug auf den Linea/rfaklor X — c liefert^ 
wie sich aus den bekannten Regeln über die Partialbruchzerlegung un- 
mittelbar ergiebt. Für uns kommen nur die Eoefßcienten yon A^^ und 
X"^ in Betracht. Wir bezeichnen dieselben mit F^ bez. (tx. Dann ist 

oder, wie sich durch Ausmultipliziren des Produktes in (12) ergiebt, 

■F* ■■ -XxO Yx, «X — 1+ Zxi Yx^e^^g + h Zxjtfjj — 1 YxOf 

öx = Zxo Fx,tf^ — 2 + Z^i Fx,«^ — 8 + ••• + ^x,«?^ — a ^xO • 

Für 6x»l ist Gx^O zu setzen; ist 6x»0, so sind natürlich 
Fjc und Gx Null. Wir setzen jetzt mit Weierstrass 


(13) 


(16) 
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(14) 2^„r,._(x.r,), i'^_:Zl;^]...e-i)' 

dann schreibt sich (13) kurz^ 
nach Obigem ist 

(z,rOo=o 

zu setzen. Bezeichnen wir jetzt die Koefficienten von (X — c)""* und 
(A — c)"' in der Partialbruchentwickelung Ton C"^ mit 2^ bez. 6r, so 
ist wegen (6) und (15) 

^^ (x — 1,2, ...n). 

ö =» öi+ ©2 + !■ ^•» — ^(Xy Fx)*^-i 

Ist Ä; eine der Zahlen 1, 2, ... n und eifc> 0, aber ßj^+i » 0, so ist 

«t+l — «Jfc + 8 =■•••-= Cn = 

nach 6, Gleich. (16). Daher ist 

J-V(X.rx),, 

(17) -^ (x-l,2,...ft). 

Wir fassen das erlangte Resultat nochmals zusammen: Die 
Koefficienten von {X — c)""^ wid {X — c)""' in der FaHicXbrucheerlegung 
von (7~* m jBejeftigr aw/* einen bestimmten Linearfaktor X — c von 8 sind 
durch F und G in (17) gegeben; dabei bedeuten 

e^j e^i • • . ejfc 

die Exponenten der sämmüichen ewr Basis X — c gehörigen ET von S. 
In F und G treten die linearen homogenen Funktionen 

^101 Zii, . . . iCi,^^— 1} Ajo, Zgi, . . . JCg^e^—i; . . .; 

ZiO> Z;fci, . . . Aj^^^^i 

Yon u^, U), . . . t^M und 

■*^io> ^11? • • • ^1, 'i— ij -^go; •*2i; • • • •^8,^1— 15 • • '5 

Yjto, rii; • • • F*,«4— 1 

von v^, t?2, . . . t?« auf. Die Anzahl der Ausdrücke X^/i in F und Y^r 
in 6r ist bez. gleich (40) 

(18) ei + e, + ... + et-?. 


76 § 6, ^». 

43. Waren in der Determinante S die Subdeterminanten 5\ S'^ . . 
ursprünglich nicht sänuntlich regulär in Bezug auf X — Cy wie es im 
Allgemeinen der Fall sein wird, so hatten wir uns C durch lineare 
Substitutionen einfachster Art^ die mit Yertauschungen der Yariabelen. 
Xi bez. yi gleichbedeutend waren, schon passend umgeformt gedacht^ 
ehe wir die weiteren Entwickelungen in 41 und 42 Tomahmen. Geht 
nun allgemein die bilineare Form C durch die linearen Substitutionen 

deren Determinanten nicht verschwinden und deren Koefficienten nicht 
Ton X abhangen, in die Form C über, bedeutet S die Determinante 
von C, u. s. w., so ist für 

ßiiV^+ßa^f-i hßniV, 

bekanntlich: 

(21) ^?^u,v,^^^-uiv! (i,ft-l,2,...n); 

die Wurzeln von 5 = und <S — stimmen überein, desgleichen die 
Zahlen Zx und L? 6x und e« (Satz 9 in 26, 34). Wird nun insbesondere 
durch die Substitutionen (19) die Regularität der Determinanten 
iSi, iSi . . . in 5 in Bez. auf einen bestimmten linearen Theiler A — 
von S erzielt, so können wir die Jacobi'sche Transformation anwenden 
und darauf die Partialbruchzerlegung in Bez. auf l — c vornehmen, wie 
es in 40 — 42 angegeben wurde. Indem wir dann wieder die u'., v\ 
durch die Ui bez. Vi ausdrücken, erhalten wir wegen (21) die PariicU- 
hruchzerUgtmg von ß. 


(20) { r Q , ü , , Ä (» — 1, 2, . . . n) 


V^w,«;, (i,*»l,2,...n) 


in JSe0ti$r au/* den Theäer X — c von S, Es wird 

(22) 2'¥«*«"--- + (T^« + (r?^ + ^' 

wo F und 6r durch (14) und (17) definirt sind und nach (11) die 
^x/i> ^x» Ausdrücke von der Form 


(23) 


X»u— ;;^(Ci«i»«i+C,x/.M,H 1-<7,,^«,), 


sind; C» und die Koefficienten der Veränderlichen «/ und t?, in (23) 
sind ganise Funktionen von c, der Koefficienten der Formen Ä und B 
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und der Substitutionskoefficienten Oik und ßijt. Unter H ist die Ge- 
sammtlieit der niclit auf den Theiler X — c bezüglichen Glieder der 
Partialbruchentwickelung zu verstehen. 

Da wir die Regularitat von S'^ 5", . . . durch Elementartransfor- 
mationen b) in 27 erzielen konnten^ so sind die cdk und ßijt hier nur 
21ahlen ^^NulP^ oder ^^Eins^'^ und von den Eoefficienten der Ui und vi 
in (23) sind je x — 1 Stück nach (11) gleich Null; d h. die Ausdrücke 
^xfiy ^nv haben zwar die in (11) angegebene Gestalt, aber die Ui bez. 
Vi werden im Allgemeinen unter sich vertauscht sein. Wir haben, 
anders ausgedrückt, in den gegebenen Formen A und B die Ver- 
änderlichen Xiy yi in bestimmter Weise zu vertauschen, die Ent- 
Wickelungen genau wie in 40 — 42 vorzunehmen und am Schlüsse 
in den Xx^, Tx» eine der Vertauschung der Variabelen Xi und y,- ent- 
sprechende Vertauschung der Ui bez. Vi eintreten zu lassen. Wir haben 
vorstehend die Partialbruchzerlegung von C"^ für eine bestimmte Wurzd 
c^ c^ von iS «=- durchgeführt. Um anzudeuten, dass sich diese Ent- 
wickelungen auf die Wurzel Cq beziehen, denken wir uns in ihnen c«=c^ 
und l^y eg, i, Fy G u.s.w. mit einem, oberen Index q versehen, also 
^^»\ ^K^ u. 8. w. geschrieben. Es ist wegen (1 8) 

und (40) „ ,„ 

Im Allgemeinen wird jede Wurzel von S ^0 eine besondere Anordnung^ 
der Veränderlichen Xi und y,, und damit auch der Veränderlichen U/ 
und Vif erfordern (43, Schluss); daher werden auch die im Vorher- 
gehenden mit S', 5", . . . bezeichneten Determinanten im Allgemeinen 
für die verschiedenen Wurzeln verschieden sein. Unseren jetzt ein- 
geführten Bezeichnungen gemäss haben wir nunmehr für C"^ eine 
Partialbruchzerlegung von der Gestalt 

g(*) FW 

'^"(i-c,)*"^ (i-c,)' 


wo nach (16) und (17) 

ist, und X = 1, 2, . . . ¥<i\ 9 — 1, 2, ... Ä zu setzen ist. 


(25) 
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o) Die Entwiokelang von C~~^ nach, fallenden Potenzen von L 

44. Aus Gleichung (24) ergiebt sich eine Entmckelrmg van C"^ 
nach fällenden Potenzen von X] gerade diese Entwickelung ist für 
uns wichtig. Man hat nämlich 

jrC?) ^(?) j'(e) 


Qiq) QiQ) 

-T 


• • • ) 


also (^-V' ^' 
^^^^2/ "S""**'' X + i* 

w^>^ • • • 

Setzt man in den Koefficienten von y und j^ ftlr 

ihre durch (25) gegebenen Werthe ein, so erkennt man, dass in ihnen 

(27) i'+r+... + ?(*) = n 

lineare Formen X^?) von w^, w,, . . . m« und ebensoviele lineare Formen 
Y^^^ von t;i, t;^, . . . t?, auftreten (42, Schluss). Die sämmüwhen ET 
von S sind durch die Potenzen 

(^ - c,)<, (X - O'J, . . . (A - cO-i' ; (A - c,)<', (A - c,)<', . . . (A - c)*i' ; 

. . .; (il - c,)^^*\ (A - c,)^^'\ . . . (^ - ca)^S*) 
gegeben; es sind 

Stück; femer ist die Summe der Exponenten dieser Potenzen gleich n (43). 
Nun lässt sich aber die Bezeichnung bedeutend vereinfachen. Es 
seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben, 

(A — Ci)% (A-0% (^ — C3)%...(A — C;„ym 

die eben aufgeführten sämmtlichen ET von 5, wobei 

(28) ^1 + e, + h C;n — w 

ist; die Cq brauchen natürlich nicht alle gleich^ zu sein, sie werden 
eben nur mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet. Dann können wir 
für xs=ib' X— t" 

F'+ F"+ ••■+ FW --^{xl r;x; +2(x« rLV + • • • 

X=sl X=l 

kurz *=i 


Redaktion einer Fprmenschaar nach Weierstrass. 79 

2(X,r„X ((r-l,2,...m) 
schreiben. Denn ist etwa 

schreiben wir nun auf der rechten Seite der letzten Gleichung 6 f&r x, 
80 wird der obere Index q überflüssige da die vermöge der Bedeutung 
des Zeichens (X^a^Yi^\^ zu jedem einzelnen ET gehörigen Xa^, Tat 
nunmehr durch den vorderen unteren Index ö gekennzeichnet sind. 
Wir können femer jetzt analog 

G'+ e"+ . . . + GW ^^{Xa Ya\^l (^ == 1^ 2, . . . W) 

setzen^ sodass schliesslich 

/om n^l S{XaYa)e„ ^ ZCa{XaYa).„ + Z{X,Ya)e„^l , 
\£\3) O ^ « ^ 1 ji H • ' • 

wird, wo <T — 1, 2, .. . w zu nehmen ist. Die linearen Formen Xofij Tat 


von 
sind jetzt 


Es sind 


Wj, tig, . . . t^A bez. Vi, t7j, . . . Vn 
^io> ^11; • • • Xi,^ — i; Ajo, X^if . . . Xj, f^_i; . . .; 

I^lOj ^U? • • • ^l,«i— ij y^O^ 1^21; ••• 1^8, fa — i; •• •; 

-*^mO^ -*-inl; • • • •* m, e„^ — 1» 


Formen Xa^ und ebensoviele Formen Yar, wie wir schon oben sahen. 

45. Von nun an verstehen wir unter den X^^ diejenigen linearen 
Formen der Veränderlichen x^^x^, . , . Xn, welche aus den bisherigen X^^ 
dadurch hervorgehen, dass in ihnen 

/OA\ ^^ ^-^ ^-^ 

(30) «,-^, .i,-^,...«,--^ 

gesetzt wird, unter Yar diejenigen linearen Formen der y„ y,, . . . ynj 
welche aus den seitherigen Ya^ dadurch hervorgehen, dass in ihnen 

/n<\ dA dA dA 

gesetzt wird; dann werden nach (23) die X<j^, Yar von der Gestalt 
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(32) 


Xa^ - -^(.c'x, + c'x, +■■■ + c'x:), 


VC, 


a/t 


no/i 


^-"^Wa,yi+-DL,y. + -+-D,„,y«), 


WO Ca, Ciofiy Blar (i = 1, 2, . . . n) ganze Funktionen Ton Ca und von 
den Eoe£Gcienten a^t und huc sind. 

Geht die Form ^iS,*MtV,- (i, fc « 1, 2, . . . n) durch die Sub- 
stitutionen (30) und (31) in eine bilineare Form der Xi, yk, die mit 
^(xy) bezeichnet wird, über, so ist nach (29) 


(33) 


<t>(xy) ^(^oYa).„ , £c„(X„Y„)e„+£{X„Y„) 


s 


+ 


X« 


+ 


Nun werden wir sofort — -«^ aber noch auf eine zweite Art nach 


S 


fällenden Potenzen von X entwickeln. Führt man in 


^SikUkVi^^-- 


^1 ^2 • • • ^1» ^1 
Cgi Cgg . . . C^n ^2 


Ui t/^ . . . Ua 


die Substitutionen (30) und (31) aus und multiplizirt rechts und links 
mit X'^j so kommt zunächst 


X'<i>ixy) - - 


C|1 • • • Cid 

Sa?! 

■ 

« 

# 

Cnl» • . Cnn 

a«. 

dÄ . dA 

o • • • A o 

- 




Nun multiplizire man die ersten n Zeilen vorstehender Determinante 
der Keihe nach mit x^^ x^, , , . Xn und subtrahire sie bez. von der letzten 
Zeile; in der so erhaltenen Determinante multiplizire man die n ersten 
Spalten der Reihe nach mit J/i, ^2; • • • y» ^^^ subtrahire sie bez. von 
der letzten Spalte; dann wird, da 


ist, 


C/jfc— Aa/i — ifjfc 
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A«4)(a:y) « - 


Daraus folgt 


Xdii — b^i . . . Xdin — 61 


lani— &«i... Aa„n— &»« X 


dA 


dA 

Wxl 


dB 


dB 


Aa« — Jii. . • Xain — 6 


-XA 


dB 


'11 


1» 


dx^ 


XOnl— 6i»l... AO»«— bnn 

dB dB 


dB 

dx^ 


X^ 


-^-XÄ + B+^,+^ + ... 


WO es auf die nähere Bestimmung der Eoefficienten D, D\ . . . nicht 
ankommt^ und weiterhin 

(34) ^i5l^«^ + ? + 5 + ^ + ..., 

\p^) ß i ^ i« ^ i» ^ i* ^ ' 

und somit haben wir in der That eine zweite JEnttoickdung van ^^ 
nach fallenden Potenzen von X gewonnen. 


d) Die Weieratraa8'8Ch.e reduoirte Formensohaar. 

46. Nunmehr gelangen wir rasch ans Ziel. Vergleicht man 

nämlich die beiden Entwickelungen (33) und (34) von — ^^^^ so er- 
giebt sich sofort 


(35) 


B -^coix^ Ta\ + ^(Xa r„x-i 


(<y = 1,2, . . .m); 


die n linearen Formen X^^ der Xi, x^, . . . Xny ^Ibenso die n linearen 
Formen Yofi der y^, y„ . . .^y«, welche in A und B duflreten (44), sind 
unabhängig von einander. Betrachtet man nämlich A als bilineare Form 
der 2n Veränderlichen Xa/i, Yary so werde dieselbe mit A bezeichnet. 
Dann ist för ft + t/ = e«, — 1 

dk ^ Jdk 

also ist 


^Ofl 


dY. 


ar 


8«A , 


Al-1. 


Muth, Elementartheiler. 


6 
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Nun geht aber A in ^ durch die linearen Substitutionen (32) über; 
daher ist nach 11^ 2) 

I -dL I = det. der Za^'l'det. der T^^] 

da aber nach Voraussetzung | ^| -|- ist (40), so kann nach der letzten 
Gleichung weder die Determinante der n linearen Formen Xofi der 
x^y x^y ,..Xn noch diejenige der n linearen Formen Ya^ der y-^y J/99 • . • y» 
Null sein, w. z. b. w. — Man kann also auch umgekehrt d^B x^y x^y,..Xn 
durch die X«,^, die y^y y%y .-yn durch die Yav ausdrücken, d.fau aus 
(32) folgen Gleichungen von der Form 


(36) 


ff \ (i^Oy ly . . .ea—l 

yi-^^DLrTar \v^Oy ly,.,ea-l 


Das erlangte Resultat können wir folgendermassen aussprechen: Sind 
A und B zwei büineare Formen von je 2n Variabdenf von denen die 
erste eine nickt verschwindende Determinante besügty sind femer 

{l —c^y {X - c^'^y . . . (A - Cfl»)%» (m ^ n) 

die sämmüichen Elementartheiler der JDetermincmte 

IXA-B], 

so können durch lineare Substitutionen (36)y deren Determinanten nicht 
NuU sindy die Formen A und B gleichzeitig bess. in die büinearen Formen 

von je 2n Veränderlichen Xafiy Ya^ tra/nsformirt werden^ wo 

(X„ r.X - VZ.^ y^ /,», V = 0, 1, ea- 1\ 

definirt ist. und 

(Xa Ya\^, - 

0U nehmen ist, wenn e^ » 1 ist. 

47. Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Determinanten 
beider Grundformen der zu reducirenden Schaar X^A + X^B von Null 
verschieden sind, fallen und nehmen blos an, dass die Determinante der 
Schaar nicht identisch NuU ist. Die sämmtlichen ET der Determinante 


(37) 


(tf — 1,2, . . . w) 


X^A + X^B 
der Schaar seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben. 
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(Oi A, + 61 Xj)t, (a, Aj + 6, X,)% . . . (a„Ai + 6«,A,)^, 
wo «• < n ist. 

Wir fahren nun mittelst einer Substitution 

(38) K-9^-9'y A,-ÄA-Ä', 

^° gV- g'h 

nicht Null sein soll, statt der YeriLnderliclien X^ \ X^ einen Parameter X 
ein (yergL 37). Dann wird 

X^A + X^B ^(ffÄ + hB)X -(ff'A + VB) ^XA-B, 
wo _ 

r39^ \^-9A + hB, 

^"^^^ XB^g'A^ VB. 

Wahlen wir dahei g\h so^ dass 

\gA + 'hB\^0 

ist, 80 ist durch (38) jedem ET {cLoX^ + hoX^f" von | A^^ + >lj B | ein ET 

von I XA — B I zugeordnet (37). Die Eonstanten g, g\ hy h' können 
und wollen wir so wählen, dass 

(40) gV-g'h^l 

ist. Da es femer nur auf das Yerhältniss der Eoefficienten aa \ ha an- 
kommt, so können wir aa\}>a so bestimmen, dass 

(41) aag + 6<,Ä - 1 

ist Denn wir haben aog + hah -|- vorausgesetzt; es sei also 

O'ag + bah — p, 
wo p "I« ist. Dann wird 

und wir brauchen daher nur -^ f&r aa und -^ für ha zu nehmen, um 

P P ' 

das Gewünschte zu erreichen. — Dadurch wird einfach 

(^a^i + haXa = A — (aag' + haV) ^X — Ca, 

wenn i -a \ ^^ / 

(42) aasi' + haV - Ca 

gesetzt wird. Die sämmtlichen ET von \XA — B\ sind alsdann (37) 

(^-0% (^-^)%...(^-c„y'"; 

il I ist nicht Null, also können wir nach 46 A und B in 

6' 
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(43) 


-a 


(tf = 1, 2, . . . m) 


umformen (vergl. Formel (35) oben), wo die X^^ (Yat) w unabhängige 
lineare Formen der Xi (ifi) sind yon der Gestalt (32); in letzteren 
Formeln sind Ca, Cia/t, Diav (i '^1, 2, , , .n) ganze Funktionen voa 
Ca und von den Eoefficienten Ton A und B, mithin auch wegen (42) 
und (39) ganze Funktionen von aa \ ha und den Eoefficienten Yon A 
und B, 

Aus' (39) folgt aber mit Rücksicht auf (40) und (42) 

A - VA- hB^^Qi- hCa) {Xo Ya\ - h'^iXa Ya\^l, 

B^-g^A + gB^^(gca--^)(XaTa).,+9^(XaTa\^i, 
aus (40), (41) und (42) femer 

üa ^h! — Cah, ha — Cag — Jt', 

sodass schliesslich 

U - Va, (X„ Yo).„ - h V(Z„ r,).„_x, 

(44) -^ 

JB =2^„ (Z„ F.),, + 9^iXa Ta\.^ 

wird. Daher haben wir folgendes Resultat erzielt: 
Ist die Determinante einer Formenschaar 

X^A + X^B, 

deren Qrtmdformen von je 2n Vartabden Xi und yt abhängen^ nickt 
identisch Ntdl, sind, in irgend einer Beihenfolge geschriebeny 

(flaXi + haX^Y" (tf — 1, 2 . . . w) 

ffire sämmäichen ET, so giebt es lineare Substitutionen mit nicht ver- 
schwindenden Determinanten und von X^\X^ unabhängigen Koefficienten, 
welche A und B gleichgeitig in 

(45) { ''^ ■^-' 


(<T — 1, 2, . . . m) 


troMsformireny wo die Konstanten g\h toHlkärlich, aber so gewöMt sind, 
^^ ^gA + hB 


nicht NüU ist, und die aa\ha der Gleichung 

äag + hah^ 1 
entsprechend gewählt sind. 
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Die Schaar A^A + X^B ist zerlegbar; ihre einzelnen Theile 

sind, wie wir sehen werden (48); irreducibel; daher ist die Schaar 
X^A + X^B eine in lauter elementare Schaaren zerlegbare oder eine 
reducirte Formenschaar, wir haben die gegebene Schaar XiÄ + X^B in 
eine äquivalente reducirte Schaar X^fii + X^B übergeführt oder, kürzer 
gesi^, die BedtJction einer Formenschaar wirklich ausgefiLhrt (39); 
allerdings unter der Yoranissetzung y dass die Schaar nicht singtdär ist. 
Ist von den Determinanten \Ä\ und \B\ eine, etwa \Ä\ nicht Null, 
so können wir vorstehend 

j^ — 1^ Ä =» 0, flr' — 0, Ä' « 1, ao'=' 1, bo^Ca, ^i — X, A3 ■=» — 1 

setzen ; wodurch unser allgemeineres Resultat wieder in das speciellere 
in (46) übergeht. 

Stimmen für zwei nicht singulare Schaaren die ET ihrer De- 
terminanten überein, so können wir jede derselben in eine tmd dieselbe 
äquivalente reducirte Formenschaar überführen. Daher sind dann die 
beiden Schaaren unter sich äquivalent. Auf diese Weise hat Weierstrass 
sein berühmtes Theorem YIII (in 39) über die Aequivalenz nicht singularer 
Schaaren zuerst bewiesen. 

§ 7. Fonnenschaaren, deren Detenninanten vorgeschriebene 

Elementartheiler besitzen. 

48, Wir wollen nun ein Theorem beweisen, welches für die Theorie 
der gleichzeitigen linearen Transformation zweier bilinearen Formen 
auf eine einfache (kanonische. Normal-) Form von fundamentaler 
Bedeutung ist. Im letzten Paragraphen haben wir eine derartige 
Transformation der bilinearen Formen Ä und B von je 2n Ver- 
änderlichen Xiyyt in die bilinearen Formen A^ B von je 2 n Veränderlichen 
Xa/t, Yav ausgeführt [vergl. die Gleich. (45)]. Diese letzteren Formen 
A und B sind vollständig bestimmt, sobald man die ET von \Xj^A + X^B\ 
kennt \md g\h passend gewählt hat. Nun entsteht die umgekehrte 
Frage, ob die bilinearen Formen A und B, wenn man in ihnen, bei 
gegebenem n, die Zahlen e^, e,, . . . e^, die Eonstanten a^, o,, . . . (hm 
\} &),... bm und g \ h den Bedingungen 

ei + ^ + *'- + «m — », 
gao + hba — 1 (<T — 1, 2, . . . w) 

gemäss, im üebrigen aber ganz willkürlich wählt, so beschaffen sind, 

dass die Determinante , ^ . . . ^ 

lAjA + AjB 

gerade die ET 
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{aaX^ + haX^fo (<^-l,2,...w) 

besitzt, oder ob es, kurz gesagt^ Formenscliaaren giebt, deren Deter- 
minanten vorgeschriebene ET besitzen. Dies ist in der That der 
Fall und sehr einfach nachzuweisen. Wir beweisen also das folgende 
Theorem yon Weierstrass*: 

IX. Wählt man in 


(1) 


A "^aaiXa Yo\ - Ä^C-^ ^'\- 


(<J ■" 1, 2, . . . m) 


die positiven ganzen Zahlen e^y ^^...^ und die Eon- 
stanten aaj bof gy h willkürlich, aber so, dass bei ge- 
gebenem e, + 6^+ ... + e.« n 

gaa + hb^ 

nicht Null ist, setzt in (1) ferner (Z^FaX^— i — ^^^ 
6a — 1, so besitzt die Determinante I^^A + ^lsBI der von 
2n Yariabelen X«,^, F^, abhängigen Schaar Jl^A + ^B 
die Elementartheiler 

(aaXi + 6ff A,)«ff (<^ — 1, 2, . . . m). 

Beweis. Setzen wir 

Ba - ba{Xo Ta)e„ + 9^(Xa Ta\^ i, 

SO ist die Schaar A^A + ^^B in die m Theilschaaren 

AjAtf + X^Bo (<y — 1, 2, . . . m) 

zerlegbar. Nun sei 6 eine der Zahlen 1, 2y...fn] wir wollen die 
ET der Determinante der Form XiKr+i^Ba ^on 2et, Yariabelen 


^aOy '^al} 


• • • Jxi 


Ot«t 


1} 


J-<yO> •«•al; • • • •^o,eg — ly 


die Veränderlichen in dieser Reihenfolge genommen, bestimmen. Setzt 

man noch abkürzend 

a^Ai + baX^ — w, ^ A, — Ä^i — t;, 


so wird 


AjAa + AjBal 


.... V u 
. . t; u 


V 

u 


u 







±Ul'o. 


• B M 1868, S. 827 flg. (Ges. W. Bd. II, S. 83 flg.) 
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Diejenige Determinante, deren System aus dem der vorstehenden durch 
Weglassen der letzten Zeile und Spalte entsteht , ist gleich 


qi x^c 


— 1 


und daher nicht durch u theilbar; sonst wäre ja, wenn G eine Kon- 
stante bedeutet, die weder Null noch unendlich ist, 

j3^ «A + 6aA, - G{ah - ÄAO, 

gaa + 'hba •= 0, 
gegen die Voraussetzung. Also "besitzt die Determincmte 


nur den einisigen ET 

(Vergl. 2.) Die ET von I Xi A + X,B I sind aber nach dem Theoreme VII 
in 38 die ET von 

zusammengenommen; also besitzt |>ljA + ^sB| die ET 

{p,ot^ + 6a^> (<y « 1, 2, . . . m), 
w. z. b. w. 

Die Formenschaar A^A^+^Ba ist nicht zerlegbar, sie ist aber 
auch keiner zerlegbaren äquivalent. Denn angenommen, sie wäre einer 
zerlegbaren Schaar f mit den Theilschaaren fj^ und f^ äquivalent, dann 
wäre (22, Satz c) |r| = |rj.|r,|, 

und somit, da | P | =^ ist, auch | Pj | =^ 0, | P, | =|= 0; | P |, und daher 
auch |XiA(y+ >t8B(7|, besässe dann mindestens zwei ET, entgegen dem 
oben Bewiesenen. Also ist A^Ao+^t^Bcr eine irreducibele oder elemen- 
tare Schaar, und y^k-\-'k^^^^^X^Ps^-\' X^^a (<y «— 1, 2, . . . m) cwe 

redwAde Schaa/tf wie in 47 behauptet wurde (39). Analog ergiebt sich 
allgemein mit Rücksicht auf S.82— 83: Eine ordinäre Schaa/r ist da/nn und 
nur dann irreducibd, wenn ihre Delermincmte einen einzigen ET besitzt, 

49. Auf das Theorem IX gründet sich eine Elassification 
der Formenschaaren (Formenpaare), die von gleichvielen 
Variabelenpaaren abhängen, unter Zugrundelegung unbeschränkter 
linearer Transformationen der Yariabelen beider Reihen, wie folgt: 

Besitzt die Determinante einer von n Variabelenpaaren abhängigen 
Formenschaar X^Ä + X^B die ET 
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(«2^1 + \hY\ (fh^i + hhY\ • • • • if^^h + h^Y^"\ 

so sagen wir, die Pormenscliaar X^,A + X^B (das Formenpaar -4, B) 
habe die Charakteristik 

Da die Summe dieser Exponenten 

(3) 4^[ + e[+"'+e[ +e{' + ei' + '--+e;, + 4*) + 4*) + .-.+ e^7,) = n 

ist, so gehört zu allen von je 2n Yariabelen abhängigen Formenschaaren 
eine endliche Anzahl solcher Charakteristiken (2), weil es für ein ge- 
gebenes n nur eine endliche Anzahl Losungen der Gleichung (31) in 
positiven, ganzen (von Null yerschiedenen) Zahlen e^^^) giebt. Ziehen 

wir nun ciUe uberhav/pt möglichen Lösungen der Gleichung (3) in positiven, 
ganzen Zahlen e^f^ bei gegebenem n in Betracht und bilden aus jeder 

Lösung einen solchen Klammerausdruck (2), so gehört nach dem 
Theoreme IX — und darin besteht die grosse Bedeutung dieses 
Theorems — zu jedem der so erhaltenen Klammerausdrücke (2) eine 
Formenschaar X^Ä + X^By welche denselben als Charakteristik besitzt. 
Hiemach können wir die von je 2n Yariabelen Xiy...Xny !/n---!^n 
abhängigen Formenschaaren (Formenpaare) bei unbeschränkter linearer 
Transformation der Yariabelen folgendermassen klassificiren: Wir 
rechnen zu derselben Klasse von Formenschaaren* (Formenpaare) 
diejenigen Farmenschaaren (Formenpaare), welche eine und dieselbe 
Charakteristik besitzen. 

Die gemeinsame Charakteristik aller Formenschaaren einer Klasse 
heisst die Charakteristik der Klasse. Wir können übrigens eine 
solche Charakteristik (2) bei passender Bezeichnung der auftretenden 
Exponenten einfacher in der Form 

[(cjCa . . . ek)y (ß*+i . . . c<), . . . (Cr er+i . . . e^] 

schreiben, wo e^y e^, e^y. . ,em die Exponenten der sämmtlichen m ET 
von \XiÄ + X^B\ bedeuten, da durch die runden Elammem genügend 

* Das Wort „Klasse von Formenschaaren** wird hier in einem anderen 
Sinne gebraucht, als in 39. Man hat, um Zweideutigkeit zu vermeiden, in ana- 
logen Fällen auch wohl von „Typen** statt von „Klassen" gesprochen (vergl. z.B. 
Bosenow, die Normalform für die 472 verschiedenen Typen eigt. bil. Form, von 
10 Yariabelenpaaren bei congr. Transf. der Yar., Wiss. Beilage zum Programm der 
vierten Städtisch, höh. Bürgersch. zu Berlin, 1892, S. 6), doch scheint es prak- 
tischer, das Wort „Klasse" auch hier zu verwenden. Es genügt, die Verschieden- 
heit der Bedeutung desselben Wortes hervorgehoben zu haben. 
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angedeutet wird, dass die von ilmen umschlossenen Exponenten sich 
auf diesdbe Basis beziehen; er ist dann 

Aequivalente Formenpaare gehören zur selben Elasse; aber um- 
gekehrt sind zwei Formenpaare derselben Klasse nicht nothwendig 
auch äquivalent; hierzu ist ja erforderlich^ dass nicht nur die Ex- 
ponenten der ET, sondern die ET selbst fOr die Determinanten der 
durch die beiden Formenpaare bestimmten zwei Schaaren übereinstimmen 
(Theorem VIII). 

Das Theorem VllI garantirt aber nicht nur fOr die Existenz Yon 
Formenpaaren aller Klassen, sondern es liefert auch in den Gleichungen (1) 
f[lr jede Elasse ein ihr angehörtes Formenpaar A, B von höcl^t ein- 
facher Form. Da in (1) die Konstanten a^, ha^ g\h nur der Bedingung 

o>ag + hah =|- (<y «= 1, 2, . . . w) 

zu genügen haben, im Uebrigen aber ganz willkürlich sind, so kann 
man nach dem Theoreme VII alle Formenpaare einer Klasse durch 
lineare Substitutionen auf die Gestalt dieses ihr zugehörigen Formen- 
paares A, B transformiren. Man bezeichnet daher A und B auch als 
Normalform oder kanonische Form der Formenpaare der be- 
treffenden Klasse. (Analog spricht man von einer zu einer bestimmten 
Klasse von Schaaren bilinearer Formen gehörigen Normalform X^A + X^ B.) 
Durch die Weierstrass'^cAen Untersuchungen, die in den Theoremen VIII 
und IX gipfeln, ist nach dem eben Ausgeführten das Problem der gleich^ 
eeitigen Transformation zweier büinearen Formen van je 2n Variahden auf 
eine gewisse einfache oder Icanonische (Normal') Farm gdSst und die 
Aufgabe, dabei sämmUiche möglichen Faße für ein gegebenes n aufssuzaUen, 
in vcUständigster und systematischster Weise erledigt. Hierauf namentlich 
beruhen die zahlreichen Anwendungen, welche die sog. Weierstrass'sche 
Theorie der ET in fast allen Zweigen der höheren Mathematik ge- 
funden hat.* 

50. Im Vorstehenden ist stets zu beachten, dass Alles nur für 
ordinäre Formenpaare gilt. Ehe wir uns zu den analogen Unter- 
suchungen über singulare Paare (Schaaren) wenden, woUen wir fwr 
die Fälle n — 1, ni»2, n — 3 und n^^ die Klassenzahl der Schaaren 
von büinearen Formen (der Paare von büinearen Formen) bestimmen 
und die zu den einzelnen Klassen gehörenden Normalformen wirklich 
aufstellen. 


* Vergl. § 16 u. § 17 am Schlüsse. 
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Im Falle n-»l haben wir f&r die Gleichung 

(4) Ci + ^+..-+e,n=-l 

nur eine Lösung e^ ■» 1. Es giebt also nur eine Klasse von Formen- 
paaren mit der Charakteristik [1]. Hier wird (1) zu 

denn m ist hier gleich 1 und (X^ Ti\ muss gleich Null gesetzt 
werden; a^ und b^ sind nicht gleichzeitig NulL In diesem einfachsten 
Falle n » 1 ist das eben Gesagte natürlich an und für sich evident. 
Anders liegt die Sache schon beim Falle n — 2. Hier lässt die 
Gleichung (4) istoei Lösungen zu: 

Lc,= l, ej = l, 
U. ei-2. 

Man hat daher drei Klassen von Formenpaaren mit den Charak- 
teristiken [11], [(11)], [2]. Die Normalform, auf welche jedes Formen- 
paar der Klasse [11], d.h. der Erlasse mit der Charakteristik [11], ge- 
bracht werden kann, lautet 

A — ai(Zi FiX -f «^(Zj 1^2)1 — ^1^10 ^io+<h^(i i^8o> 
B — 61 (Zi rji + 6, (Z, FjX — Ji Zio Tio + 62 Zjo Fjo . 

Im Falle [(11)] hat man vorstehend c^i — &i> ct^^^i^ zu nehmen. 
Im Falle [2] endlich wird 

A = a,{X, Y,\ - Ä(Z, T,\ = a,(Z,o F» + Z,, r,o) - h X,, T,, , 

B-j,(z,rA+!/(Xir,x-6i(z,oru+z,,rj-f(7Z,or,o; 

die Konstanten a^^W, <h\^2} 9\^ ^^^ ^^ beschafiPen, dass 

igt^ gaa + hha^O ((^ = 1, 2) 

Nach diesen Beispielen wird man im Stande sein, für jedes ge- 
gebene n die Charakteristiken und so die Anzahl der Klassen zu be- 
stimmen, sowie die zu den einzelnen Klassen gehörigen Normalformen 
au&ustellen. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen aller Klassen von ordinären Paaren bilinearer Formen 
von 2n Yariabelen für die Fälle n » 1, 2, 3, 4 schematisch zusammen, 
indem wir z.B. durch 

^ j. 1 . ^1 ^10 Fio + ^2 ZjQ Fgo? 

^1 ^10 ^10 + ^2 ^20 -^20 

andeuten, dass es im Falle n — 2 erstens eine Klasse von Formen 
paaren mit der Charakteristik [11] giebt, und dass die Paare dieser 
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Klasse auf die Gestalt o^Xj^ Y^q H ; ^i^o ^lo + * -* gebracht werden 

können. Um Baum zu sparen^ schreiben wir Xoft för X^^, yav f^ Y( 


ffr» 


XlasBen der ordinären Paare von bilinearen Formen 
Yon 2n Variabelen bei nnbesohränkter linearer Trans- 
formation der Variabelen im Falle 


1. [1]: 


1. ["]: 


2. [(U)]: 


3. [2]: 


2. [(11)1]: 


a) n — 1. 

b) n - 2. 

6i«ioyio + h'!»yn- 

<»i («w9u + «11 »lo) — *«ioyio> 

^(«loyii + ««yio) + ö'«io»io- 

c) tt -= 3. 

oi(«ioyio+ «'My«) + ««a^Myso, 
^iCä'ioyio + «"»oyio) + ^««oy»- 

o r, M <*i(*ioyio+'«»oyM+*My«o)> 

3. [(111)]: , . , , . 

Oi(«ioyu + «ttyio) + «jarjofto - ^«loyio» 
6i(«ioyii + «nyio) + hi^mVio + ^«loyw 

6 r(2i)i- *^^'*"^" "'' *"^'« "*" ^*»^*»^ ~ **»oyio> 
6i(«ioyu + aiiyio+af»oy«.)+^«ioyio- 

^(«loyi» + »iiyn + iCijyio) + ^(a^oyii + «»yio). 

d) n » 4. 

" 6i«,oy,o + &,ir»yM+ ^*wy»o+ ^««y«- 
o r/ V T <»i(«ioyio+ '»oy«)) +«8a:,oy8o+«4«4oy«> 

2. [(11)11]: , , , N , 1 ,7. 


4. [21]: 


6. [s]: 
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or, w xT «i(*ioyio + a:,oyio) + Oj(a«)y»o + «4oy«)> 
3.[(il)(li)]: , , , N.J./ , N 

, r, ^ T «i(*ioyio + «"»yM + «iM)y«o) + «^««y«)» 

4. [(111)1]: , , , , N , 1 

- ,, ,, «iCaioyio+^soyM+aioyM+a^ioy«). 

5. [(1111)]: i /■ , , , N 

»i(«ioyu + asiiyio) + «s^My» + fH^^y»» - A^wyio, 

■ 6i (a^oJ/ii + «,, y,o) + h «koVio + 6»*8oy«o + S^^ioyio • 

^(aioyu + «iiyio + «»y») + &««wy«o + ^aioyw 

* 

Oi(«ioyu + «iiyio) + «s(«ioyjo + a^wy») - ^«loyio, 

'•*"■'• 5i(a;,oyu + a!uyio)> 6,(a:,oyJo+a«)y«o) + ?*loylo• 
. ., ,, «i(«ioyii + *iiyio + *»oy»o + a^soyso) - **ioyio> 

9. [(211)]: , , , , , V , 

Oi(aioyu + «iiyio) + a»(a,oy2i + «n%o) - Ä(«ioyio+ a^oy»)» 
'■*^-'' 6j(a:,oyu + «nyio) + ^sCawy« + aSuy«,) + fl^Caioyio + ^oVm)- 

aMoVu + asiiyio + "^mVh + ^lyjo) - *(«ioy.o + aioÄo)» 
^^ 6i(aioyu + aiiy,o + ar,oy,i + «« y«) + ?(«ioyid + «'»y»). 

••"'■ 6i(a;,oy„ + x^y^ + «„yj + 6,af,oyjo + ^(«loyii + «iiyio)- 

r(8i)i • "^^*'*^" "^ *'*^" "^ *'*^" "^ *»°^**^ ~ *(*ioyii + «iiy,o), 

«i(«ioy« + «iiy« + ^iVu + aisyio) 

- *(aioyi« + ««yu + ««y,o), 

&i(«ioyi8+ «iiy« + »«yii + aisyio) 

+ ?(«ioyi» + «uyii + ««yio)- 

* 

In den Fallen n » 1, 2, 3, 4 haben wir also bez. 1^ 3, 6, 14 Klassen 
von Paaren bilinearer Formen. 

51. Von besonderer Einfacbbeit sind, wie die Yorhergebenden 
Beispiele zeigen, die Normalformen dann, wenn die zugehörige Charak- 
teristik nur ans Exponenten Eins besteht. Wir wollen uns mit diesem 
Falle noch etwas naher befassen. 

Besitzt die Determinante einer ordinären Schaar X^A + X^^ 
bilinearer Formen nur ET mit Exponenten Eins, so kann man A und B 
durch lineare Substitutionen bez. in Formen 


(5) { 
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A = «1 Zj Yi + öjZ, r, H h anXn F«, 

überf&hren^ wenn Xao— -Xa, i^ao= ^a gesetzt wird (47). Nach dem 
Theoreme IX in 48 besitzt femer die Determinante 

wenn A und B die in (5) angegebene Form haben imd aa\ba(6^\j2y... n) 
nicht gleichzeitig NuU sind, die ET 

also lauter lineare ET. Daher gilt der Satz:* 

13) Damü sich gwei Mineare Farmen A und B wm 2n Variabden 
durch lineare Stibstituüonen gleichzeitig auf die GestaU 

a^Xj Fj + «2 ^ Ff H H CtnXn Tn , 

bringen lassen, wo ao\ba (<'^1> 2, . . . n) nickt beide NvU sind, ist 
ncihwendig und hinreichend, dass die Determinante 

\X,A + X,B\ 

nicht identisch NvU ist und la/uter lineare Elementartheiler besitzt, oder 
wie man auch sagen kann (6, Satz 4), dass jeder lineare Theüer der 
Determinante \X^A+ X^B]^ wenn er in dersdben zur V^ Potenz auftritt, 
in allen Svibdeterminanten Q — 1)'*» Grades ihres Systems zur (ü — 1)**" 
Totenz auftritt. 

Wir wenden uns jetzt zu dem seither beständig ausgeschlossenen 
Falle, wo die Determinante der zu untersuchenden Formenschaar 
identisch NüU ist. 

§ 8. Reduktion einer singnlSren Schaar von bilinearen Formen 

nach Kronecker. 

52. Wenn die Determinante einer Schaar von bilinearen Formen 
identisch Null ist, so ist von Kronecker** eine ihr äquivalente re- 
ducirte Formenschaar hergeleitet worden, welche ganz ähnlich gebaut 
ist, wie die Weierstrass'sche reducirte Schaar einer ordinären Schaar 
in 47. Ist nämlich zunächst wieder die Determinante einer Schaar nicht 
identisch Null, so kann man die Grundformen g> und ^ so wählen, dass 


♦ Weierstrass, BM1868, S.881[Ge8.W.Bd.II, S.41— 42]. 

** Yergl. zü diesem Paragraphen: Kronecker, SB 1890, S. 1225 flg. — Wenn 
im Folgenden von einer linearen Substitution schlechthin gesprochen wird, ist 
stets -eine solche mit nicht verschwindender Determinante gemeint. 
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die Detenninante der einen, etwa von ip, nicht Null ist Denn setzt 

so geht die Schaar X^^A + X^B über in eine Schaar 

Xl(gA + hB) + X^(ß'Ä + VB) - X[(p + A^^. 

Wählt man nun ,, n i a i >« i n>i i a 

gV - g'h -1- 0, \gÄ + hB\ H- 0, 

so ist jede Form der Schaar X^A + X^B auch eine solche der Schaar 
Kv "^ K^} ^^^ umgekehrt, d. h. die Gesammtheit der durch 
X^A + X^B dargestellten Formen ist identisch mit der Gesammtheit 
der durch X[g> + X^^iff dargestellten Formen; femer ist \g>\ nicht NuU. 
Bedeuten dann 


die sammtlichen ET der Determinante 

so kann man, wenn abkürzend 

<t>l?^-2Z?>r<?>0i + ,; = c<?>-l, ^-0,l,...e*>-l), 

gesetzt wird, durch lineare Substitationen tp in 

.js I <i> = «i»'; + <t>i, ••• + <t>»' + <t>i' +<!>;'+••• + <t>t" +• • 
i . . . + <j)W) + <t,^») + o2i) 

^ m 

(2) V=2'^^0if^ + 2'''^-^^ 

transformiren, wenn wir die in (1) rechts stehende Summe kurz mit 
^^x\ die Summe 

mit ^¥^^ bezeichnen und für ci?^ « 1 

setzen (44, 46). Wir können also bei dieser Bezeichnungsweise die 
Schaar X^q) + X^if in eine Schaar von der Gestalt 
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(3) ii0 + A,v -2'K^ + «'?^)<^?'+ A.^'J 

linear transformiren. Auf eben diese Form Icann aber auch bei passender 
Wahl der Grundformen jede singulare Schaar von büinearen Formen 
gebracht icerden, nur dass alsdann für ein bestimmtes q diejenigen 
X oder Y, deren eweUer unterer Index e^^— 1 ist, sowie das ssugehörige c^ 
gleich NvM eu nehmen sind;* diese Schaar (8) ist eine redudrte Schaa/r, 
Wir gehen jetzt auf den Gegenstand näher ein. 

53. Es seien q> und ^ zwei bilineare Formen, deren jede yon 
r Yariabelen x^^ x^y . , ,Xr und s Yariabelen 9]^ ys> • • . y$ abhänge. Die 
Anzahl der Yariabelen Xi der einen Reihe, ebenso die der Yariabelen ifi 
der anderen Reihe darf in beiden Formen als gleich yorausgesetzt 
werden (vergl. S, 4, Anm.).** Die Determinante der Schaar X^g) + X^if; 
verschwinde identisch (dies tritt z. B. dann ein, wenn r^s ist). Als- 
dann sind die Ableitungen von 

Xq> -^ tp 

nach den Yariabelen mindestens einer Reihe, etwa nach den Xi^x^y» Xr, 
durch mindestens eine lineare Relation verküpfb. Setzen wir 

so besteht also zwischen den fuf^y-fr eine gewisse Anzahl un- 
abhängiger linearer Relationen. 

Es muss hier eine ftir das Folgende höchst wichtige Bemerkung 
eingeschaltet werden: 

eine zwischen den f bestehende Relation, deren Eoef&cienten Ai in X 
vom Grade g seien. Geht nun f durch eine lineare Substitution 

iTi— ausfi + auo^ H [- ccrisi (i -= 1, 2, . . . r), 

deren Koeffidenten «,* von X unabhängig seien, in /*' *** über, setzt man 
femer ^xt 

, 'A ^-f^ (» = 1,2,. ..r), 

80 Wird wegen ^^t 

♦ Und zwar ist för dieses q entweder XS^^M_i oder r^f/^^i (x=l,2, . . .) 
gleich Null zn setzen. 

** Es treten also mindestens in einer Form wirklieb r Yariabelen x. und 
«Yariabelen y^ auf. Aufzufassen baben wir aber die Scbaar stets als eine von 
ebensovielen Yariabelen x^ als Yariabelen y^ abhängige (vergl. S. 4, Anm.). Ist z. B. 
r]>«, und es wird eine lineare Substitution für die yj^ ausgeführt, so haben wir 
dieselbe in Gedanken durch ^,4.1= yJ4,i» • • • Vr — Vr ^^ vervollständigen. 
*^'f' bedeutet also hier ausnahmsweise nicht die zu f conjugirte Form. 
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f --^ifl+'-' + ^fr^ 

und somit sind die fl lineare Formen der /!■; da 

ist, so kann man audi umgekehrt die /,• linear durch die fl ausdrücken. 
Aus der linearen Bdatian ^fjAj — zwischen den fi fdgt daher eine 

i 

solche zwischen den flj und zwar ist dieselbe vom Grade g oder niederem 
in X, Führt man eine analoge lineare Substitution für die yu aus, 
so sind selbstverständlich die Ableitungen der transformirten Form 
nach x^y x^j , . .Xr durch eine lineare Relation verknüpft, deren Eoeffi- 
cienten eben die Ät sind. 

Aus den linearen Relationen zwischen den fi leiten wir nun durch 
lineare Verbindung eine solche Relation ab, welche in X von möglichst 
niedrigem Grade ist. Diese sei 

(5) 2 2<^P^'fß - Co X» + Cii^ + • • • + OnA" - 0, 

WO 

(6) Ca = Calfi + ^««^8 H 1- <^arfr (« — 0, 1, 2, . . . m) 

zu setzen ist. Dabei ist stets 

m^s, m<ry 

wenn ^ 

s^r 

ist. Wir dürfen ntm voraussetzen, dctös 

m>0 
ist. Denn fttr w « wird (5) zu 

<^l/i + ^02^2 H 1- Cor fr — 0; 

es ist dann also wegen (4) 

^i9Pi + ^Vi H H <^rg>r = 0, 

^01*1 + Cb2*2 H 1- Cor^r ■* 0. 

Da nun nicht alle Coß Null sind, dürfen wir eöy»|=»0 voraussetzen, 
wo y eine der Zahlen 1, 2, ... r bedeutet. Substituirt man jetzt 

a?/j — a?^ + Coya?y (/3 = 1, 2, . . . y — 1, y + 1, .. .r), 

r 

•Cy *^" SUy y 

80 wird 

y^Xi^iH h^r^r'' ^l9i'^ \'Xy^iq>Y-l + Xy + iq)y^i'\ \-Xr9^r 

+ Xy[Coi q)i + Cdi q)^ -\ \- Cor9r]i 
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der Elammerausdruck ist aber Null, also fehit in 9) die Yariabele Xy*^ 
Analoges gilt fOr ^, Man kann also bei m — durch eine lineare 
Substitution mit yon X^ \ X^ unabhängigen Eoefficienten die Schaar 
X^q> + X^if so transformiren, dass eine Yariabele Xi weniger auftritt. 
Wir können und wcUen aber voraussetzen, dass die Schacbr Xj^g> + X^jlf 
keiner anderen äquivalent seiy in welcher weniger als r Variabele Xi 
oder s Variabde tfi auflreten. 

54. Die m + 1 Ausdrücke Ca sind linear unabhängig in dem 
Sinne, dass keine Relation 

(7) a^C^+a^C, + ••• +««0» « 

existiren kann, in der die Eoefficienten a^, a^^ . . . Om von X unabhängige 
Eonstante waren. Angenommen, es ^be eine Belation (7), in der die 
Eoefficienten aa nicht yon X abhingen; alsdann kann man, da 

ao A"* + aiA"-* H h »« 

in X nicht identisch Null ist, fdr (5) auch 

(8) (aoA"»+ a,A— !+.•• + a«)((7oXO+ C^A + ••• + C^A«) - 

schreiben. Rechnet man aber das hier links stehende Produkt aus, 
so wird wegen (7) der Eoefficient von X^ Null, und (8) daher von 
der Gestalt 

(9) fl9lW+'"+fr9rW + A'" + '[/;AiW+ ••• +/rÄrW] - 0, 

WO die gi(X)y hi(X) ganze Punktionen höchstens (m — !)*•" Grades von 
X bedeuten, die nicht alle identisch Null sind. Setzt man jetzt in (9) 

so geht die Summe der r ersten Glieder in einen Ausdruck über, der 
nur Potenzen von X enthalt, die ^m sind, der übrige Theil von (9) 
aber in einen solchen, der in X von höherem als mf^ Grade ist. Die 
so erhaltene Gleichung gilt aber ffir jedes X, also ist jeder der eben 
beschriebenen Theile fOr sich Null. Es gäbe unter der gemachten 
Voraussetzung also eine Gleichung 

von niederem als m^^ Grade, entgegen unserer oben gemachten An- 
nahme. 

Da nun die Ca im angegebenen Sinne unabhängig sind, so bilden 
die Eoefficienten Caß ein System 

^01 ^w • ' • ^'^ 

Cii C^% • • • Oir 


Omi öfliS • • • Cmr 
Math| EleraentArtheiler. 
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yon r.(m + l) Elementen^ in welchem nicht alle Subdeterminanten 
(m + 1)^*^ Grades Null sind. Wir können daher Eoefficienten Cpß so 
hinzufügen; dass ein quadratisches System entsteht, dessen Determinante 

\Caß\ (a = 0,l,...r-l; /3-l,2,...r) 

nicht Null ist» Durch die lineare Substitution 

i« 0, 1,. . .r — 1 


'^-2""^ (• _;:;;::70 


f 


deren KoefGcienten von X unabhängig sind, mögen nun /) q> und ^ in 
Formen übergehen, die wir bez. mit /*', q>' und tj/ bezeichnen wollen. 
Setzen wir noch 

f^'-^/ 'Pi'^^ <-M ii-0,l,...r-l), 
so wird, da 

ist 

(10) f/--Cnf^+'" + Cirfn 

mithin wegen (6) und (5) 

^'A'+/i'Al+ ••• + /"i;i'»= CoA«+ QA1+ ••• + c«;i'"- o 

oder 

^iWa-i^Oi-'-O («-0,1,2,...»!) 

bei jedem L Daher ist 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, da 

ist, n-^K-K 

Diese Gleichungen lehren, dass zwischen den m linearen Formen 

'^ly ^8 i^m keine linearen Relationen bestehen. Denn aus einer 

solchen Relation würde wegen (11) eine Relation zwischen den /o,/i, . . .f^ 
resultiren, deren Koefficienten in X vom (m — 1)*^ Grade wären, was 
wiederum wegen (10) (vergL auch die Bemerkung S. 95—96) eine Re- 
lation zwischen den /i, f^,.,,frZ\xr Folge hätte, die in X von einem 
Grade ^ w — 1 wäre, gegen die Voraussetzung. 

Wir können daher eine weitere lineare Substitution ausfahren, 
indem wir durch die s Gleichungen 
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9a ■=- *i — g>i-.l, 9» + l — Vm+l, ... 9, — y,(« — 1, ... W) 

an Stelle der yt neue Yariabele 9i(% » 1, 2, . . . «) treten lassen. Durch 
diese Substitution geht die Schaar 

^g>'+^i^''^^{X,<p'i+^i;'i)Xi (i-0, l,...r-l) 
in eine andere von der Gestalt 

über; diese Schaar endlich wird durch die Substitution 

Jo ■■ Xo 'h ^,^piXpf 


^ /«-i, 2,...«. \ 


Jp "* ^P 

in 

(12) S =^(Ai J«-i + ^ J.) 9« + h^»a J). + ;ii <D + X, Y 

übergef&hrty wo u^, u^, . . . Un lineare Funktionen von £m+i; Cm-f S) * • • 
jCr— 1 und und M' bilineare Formen der Veränderlichen 

bedeute. ^•'•^,-» + 1,...» i 

I 

55. Der Rang des Eoefficientensystems der zu reducirenden Schaar 
sei JR; wir wollen nun die Grundformen 9 und ^ so gewählt denken^ 
dass der grössie gemeinschaftliche Theüer dller Subdelerminanten B^ 
Grades des Systems von jA^^ + ^^l den linearen TheHer X^ nicht 
enthiät (37). Alsdann bringen wir die Schaar in die Gestalt (12). Da- 
selbst ist 

(13) A^0 + A,Y 

eine Schaar, in welcher r — m — 1 Variabele jp und 5 — m Yariabele 
t)g auftreten. Ist nun r der Rang des Eoefficientensystems dieser 
Schaar (13), so behaupten wir, dass nicht alle Subdeterminanten 
t*^ Grades dieses Systems durch X^ theilbar sind, oder anders aus- 
gedrückt, dass der grösste gemeinschaftliche Theüer aUer Subdeter- 
minanten x*^ Grades dieses Systems den linearen Theüer X^ nickt ent- 
halt Denken wir uns nämlich zunächst einmal die Determinante der 
Schaar 8 vollständig aufgeschrieben, so ist also, r'^s vorausgesetzt* 

* Die -X — ^ — sind wirkHch aus (12) zu berechnen und dann, wie nach- 
stehend angegeben, anzuordnen. 
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d*S d^S 


d^S 






^Sr— lÖ^i 










bei r -» 5 fallen die letzten Nullreilien weg. 

Der Bang desjenigen Systems ®i, welches aus den m ersten Zeilen 
des Systems @ von \S\ besteht^ ist m; der Bang desjenigen Systems 
®^y welches aus den letzten r — m Zeilen von @ besteht^ werde mit 
m! bezeichnet; dann ist m'» r. Nicht alle Subdeterminanten (m + m!)^^ 
Grades von @ sind* Null, aber aUe Subdeterminanten höheren Qrades; 
denn sie enthalten mehr als m' Zeilen aus @2> verschwinden also, wenn 
man sie nach den Subdeterminanten ihrer aus ©^ stammenden Zeilen 
entwickelt; m + m^ ist daher der Bang von @ oder es ist 

wi + w ■= jB. 

Wie wir eben sahen, ist eine Subdeterminante (m + w')*^ Orades von 
@ Null, wenn sie mehr als m' Zeilen aus ©, ei^thalt; jede nicht ver- 
schwindende Subdeterminante {m + m')*^ Grades von @ enthalt also 
genau m^ Zeilen aus ©g, ist somit eine lineare Form gewisser Sub- 
determinanten m!^^ Grades von ©g; ^^^^ ^^ ^^^ gesagt werden 
kann, gewisser Subdeterminanten m^^^ Grades des Systems von 
|;ii0-f JL^VI. Wären nun alle Subdeterminanten tn'**^ Grades des 
letzteren Systems durch X^ theilbar, so gälte daher das Gleiche von 
den Subdeterminanten (m + m^) = R^ Grades von @, und somit auch 
von denjenigen des Systems von | ^ g' + ^ V^ | (39), gegen die Voraus- 
setzung. Da nun m'» r ist, so ist damit unsere Behauptung voU- 
Bändig bewiesen. 

56. Der erste Theil „ ^ 
von S hai bereits die Gestalt 

(14) ax + c?^)<»><?) + ^vw); 

dieses erkennt man, wenn man in (14) 

Zif™— -£-» yifa-i-9a («-1,2,...».) 
setzt (vergl. 52, Schluss). 


(15) 


* Der Zusatz „identiBch" ist wohl selbstversi^ndlich. 
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Yersehwindet nun die Determinante des letzten Theiles 
Yon S nickt identisch, so kann diese Schaar auf die Gestalt 

gebracht werden; denn nach dem in 55 Gezeigten verschwindet dann 
die Determinante 


von Ai0 + Ji^^ nicht für A, — 0, also ist |0| »j« 0, und man kann 
nach Weierstrass die Schaar A^O + A,y auf die angegebene öestalt 
bringen (46, 52). Bei den hierzu erforderlichen Transformationen bleibt 
der erste Iheü von 8 ungeändert, der zweite 


a=3,m 


i^^Ua% 


wird in einen analog gebauten Ausdruck übergeführt, d. L in einen 
solchen, der von den Yariabelen der zweiten Beihe nur ^29 ^tj • • • 9m 
und Yon den Yariabelen der ersten Reihe nur solche enthält, die nicht 
im ersten Theile von S auftreten. 

Verschwindet aber die Determinante der Schaar Aj<t> + A^V identisch, 
so wenden wir auf diese Schaar sofort das in 53 und 54 beschriebene 
Yerfahren an. Berücksichtigt man nun, dass die Zahl der Yeränder- 
liehen beider Reihen im letzten Theile der nach einander zu behandelnden 
Schaaren A^qp + ^^^ ^i^ + ^^; u.s.w., immer kleiner wird, hält man 
femer fest, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten 
cD-ten Grades des Eoefßcientensystems einer solchen Restschaar vom 
Range co für A, — nicht Null ist (55), so ist vorläufig dargethan, 
dass sich imsere Schaar A,;9 + ^s^ ^ ^^^ äquivalente überführen lässt, 
die sich von der in 52 beschriebenen Schaar (3) im Baue nur durch 
Glieder von der Form des zweiten Theiles in S unterscheidet. Wir 
wollen nwr die Möglich]^ der successiven Wegschaffung dieser letzteren 
Glieder ohne die Gestalt der übrigen zu ändern für die Bestschaar 
Xj<t> + H^^ als betoiesen annehmen oder anders gesagt, wir wollen 
voraussetzen, dass es zu A^O + A^y eine äquivalente reducirte Schaar 
von der am Schlüsse von 52 beschriebenen Art giebt. Bei den hierzu 
nothwendigen Transformationen gehen die YenLnderlichen £p in gewisse 
Yeränderliche X^j^ über, und u^, M3, . . . e^m werden lineare Funktionen 
dieser Yeränderlichen Xjfi^ allein. Angenommen nämlich, es bliebe 
in den Formen Ua noch eine Yariabele ^ zurück, so bilde man die 
m+ 1 Ableitungen der Schaar nach f^, j:,, £$;... £in; S^; diese sind 
lineare Formen der Q^, ^s, . . . Qm; durch Elimination derselben erhält 
man zwischen den m + l Ableitungen eine lineare Relation, die in 


102 §8,66-67. 

A c» -i höchstens (m — 1)^^ Grades ist; gegen die in 53 gemachte 

Annahme. 

Lassen wir nun in (15) die Indices x und q w^, so yerwandelt 
sich unsere Schaar 8 yermöge (15) und der vorbeschriebenen Trans- 
formationen in 

(16) X,^^ + X^T + h^Fa Ya + ^[(^1 + hCfi) ^f + A,y/>], 

zu setzen ist, die <t>^S\ T^x^ in 52 definirt sind und F^, F^, .. .Fg^i 
lineare Formen der Yariabelen X^^ sind (ftr m — r — 1 fallen die 
beiden letzten Summen in (16) sofort weg). .Der erste Theil 

von (16) hat die Gestalt (14), und 0icar ist hier Cq und da^enige F, dessen 
0tveHer unterer Index eif^— 1 ist, NuU 0u setzen [yergL (15)]. Derartige 
Schaaren werden im Allgemeinen auch im letzten Theile yon (16) 
noch auftreten; daher wurden der Unterscheidung wegen die Indices 
X und Q in Xi<t>^+ X^W^ weggelassen. Femer können im letzten Theile 
yon (16) noch Schaaren (14) auftreten, in denen Cq und dasjenige X, 
dessen »weiter umterer Index e^^—l ist, gleich NuU eu setssen ist. Endlich 
ist c — 1 — «f. 

57. Wir wollen nun zeigen, wie der mittlere Theil 

^FaYa (a-2,...e-2) 

yon (16) durch weitere Transformationen weggeschafiPb werden kann, 
ohne dass die Gestalt der Schaar im üebrigen geändert wird« Damit 
ist eugleich die ZuiässigJceit der vorhin gemachten Voraussetzung nach^ 
gewiesen. 

Wenn Fa das Glied DaX^xji enthalt und Zipjl eine derjenigen 
Yariabelen ist, welche in dem mit A^ multiplizirten Theile yon (16) 
vorkommen, so fallt bei der Substitution 

Xu -3E* +Da{cqX^Sl + X^S]^--i) (i-e-a-2), 

r?.^- 9?.^- i)«r« (y - c?^- ,.- 1) 

eben jenes Glied D^Xi^^ in JPa weg, im üebrigen aber bleibt die Form 
der Schaar erhalten, nur dass fiir a < e — 2 

an die Stelle yon fV+i tritt. Auf diese Weise sind also nach einander 
aus jFj, JP„ . . . jF,«8 die sämmtlichen Glieder DaX% (a -= 1. . . . c — 2) 
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wegzusdiaffen, und es kSimen dann nur solche Yariabele Xi^^ darin 
zurAckbleiben, welche ausschliesslich in dem mit X^ multiplizirten 
Theile yon (16) auftreten, d. h. nur Yariabele Zifo» für welche c^ » 0, 
I«fi^i -=• ist. Wir denken uns in (16) die eben beschriebenen Sub- 
stitutionen wirklich ausgeführt; die so erhaltene Schaar hat also dann 
wieder die Gestalt (16), nur dass jetzt in 

^FaTa (a-l,2,...«-2) 

nur die zuletzt ausgeführten Yariabelen Zifo auftreten. JJber auch eu/r 
Beseitigung jeder einednen dieser Variabden Xifi ist ebendassdbe Trans- 
formationsverfahren zu gebrauchen^ welches wir eben zur Wegschaffung 
der X^^ angewandt haben. Wenn nämlich ^l in Fa mit dem Ko- 
efficienten Da versehen vorkommt, so wird durch die Substitution 

Zy-3Ey-Z)aX<f3, YÄ^ « DA + D« r«-^ 

(Ä=0, l,...a; tf — y = c— a — l\ 
ft — 1,2, ...a; f* + v-»6?^— 1 / 

das Glied Da^»l in Wegfall gebracht. Dabei dürfen natürlich die 
mit V bezeichneten hinteren Indices nicht kleiner als Null werden. 
Nun ist fi höchstens gleich a, also ist 

fA^e-25 

mithin ist der kleinste* Werth von v 

ci?^-l-c + 2 = c?^-c + l. 

Der Index v ist also grösser als die Differenz 

diese Differenz ist aber, wie wir sofort beweisen werden, stetä positiv. 
Wir bezeichnen die Schaar (16) mit 8 und bilden die Ableitungen 
von S nach den Yei&nderlichen 

das sind /«) /«x 

Ableitungen; sie sind abhangig von den Yariabelen 

Yariabele. Daher entsteht zwischen diesen Ableitungen durch Eli- 
mination der Yeranderlichen Y eine lineare Relation, die durch Ent- 
Wickelung der Determinante in der Gleichung 
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erhalten wird. Es wird 


Ai 0. 


• • • 











17) 








•^} 


+ 


xo 


az<*) 


,, + ...±_J^.A|i?'-}-o, 


WO der erste Elammerausdruck in A^ | A^ yom Grade m — 1 ist. Nun 
ist doch »1 = 6 — 1; wäre daher 


ei?'<c, 


so wäre 


ef^e-l^m, 


und somit besässen wir in (17); wenn wir durch 

(?) 

rechts und links dividiren^ eine Relation zwischen den Ableitungen 
der Schaar nach den Yariabelen der ersten Reihe, welche in A^ | Ag 
nur vom örade w — 1 wäre, gegen die Voraussetzung (63). 

Damü ist nun die in 52 aufgestdUe Behauphmg, dass sich eine 
jede singulare 8chaa/r von hüinearen Formen durch lineare Substitution 
auf die daselbst näher bescJmehene Form (3) hingen lasscy voUständig 
heunesen. 
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58. Nun seien q> und ^ zwei ganz beliebige büineare Formen Ton 
r Yariabelen Xi und s Yariabelen y,-, femer sei |>t^9>+ 1,^1 = und 
der Bang des Systems dieser Determinante t. Alsdann bestimmen wir 
die Eonstanten ^1%^ ^'1%' so> dass die Formen 

die Eigenschaft haben^ dass der grösste gemeinschafUiche Theiler aller 
Subdeterminanten t*^ Grades des Systems yon |>t^9 + ilsi^l nicht Null 
wird för A, — (37, 55); dabei wählen wir 

flrA'- g'h - 1. 
Dann kann man aber nach den Entwickelungen in 52—57 

setzen 9 wo die Zl^j^(ri^^) unabhängige lineare Formen der Xi(ifk) be- 
deuten. Hieraus aber folgt, wenn wir 

setzen, sodass *' " *^f =* ^^^ 9^9^ 9' -^^q 

ga^ + hb^^l 

Wir können also durch lineare Substitutionen die gegebene singulare 
Schaar Xj^ip + X^tlf in eine Sehaar 

(18) l^^(a,0'S> - AV?») + A,2 (&?<«'^'+ 9"^) 

transformiren, wo die 0^^^ W^jp die in 52 angegebene Bedeutung haben, 
und für- ein gewisses q diejenigen X^Jl'l oder Ti^J, deren zweiter unterer 
Index gleich e«^^— 1 ist, sowie das zugehörige c^ in a^ und b^ Null zu 
setzen sind; es ist femer ^a^ + At^»!. 

Die Schaar (18) ist zerlegbar. Diejenigen Theile, deren Deter- 
minanten nicht identisch Null sind, sind irreducibel (48). Aber auch 
die Theile von der Gestalt 

(19) X, (h! <t>^^hyv^ + X^(-g'(t>^+ (7^0) 

[yergL (16)] sind irreducibele Schaaren. Denn der Bang des Eoefß- 
cientensystems der Schaar (19) ist 

c — 1 -» f»; 

die Anzahl der Yariabelen X, die in (19) auftreten, gleich m + 1] 
dann sind bekanntlich die Ableitungen von (19) nach den X durch 
eine lineare Belation yerbunden. ET besitzt das Koefficientensystem 
von (19) Jceine, Wäre nun (19) einer zerlegbaren Schaar S® — iSJ + 8^ 
äquivalent, so müssten deren Theile iSf, S^ beide singulär sein, da 
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sonst das System von 8^ mindestens einen ET besässe, was nicht der 
Fall ist; es gäbe daher mindestens zwei unabhängige lineare Relationen 
zwischen den Ableitungen von S^ und daher auch zwischen denen 
von (19) (S. 95-96). Die Schaar (18) ist also eine reduärte. 

Die lineare Relation^ durch welche die Ableitungen von (19) nach 
den X verknüpft sind^ ist in A^ | A, genau vom m^^ Grade; da aber die 
Anzahl der X gleich m + 1 ist, so kann daher die Schaar (19) in eine 
äquivalente von der Gestalt ^^0®+ iljM'°(56, Schluss) übergeführt werden; 
die hierzu nöthigen Transformationen lassen die übrigen Theile der 
Schaar (18) ungeändert. Fassen wir das erlangte Resultat zusammen! 

Eine singulare Schaar von büinearen Formen kann in eine äqui^ 
vcUente reducirte Schaar von der Gestalt (18) übergeführt tverden, wo 
die oiP^ Vx^^ die in 52 angegebene Bedeutung haben, und wosdbst für 
ein gewisses q die Z?ji oder YJ??, deren zweiter untrer Index e^^ — 1 
t^^ soune b^ und h gleich NuU, g und a^» 1 ssu setzen sind* 

Nachdem wir so die Kronecker'sche Beduktion einer singulären 
Schaar ausgeführt haben, müssen wir uns mit der reducirten Schaar 
selbst genauer befassen. 

59« Die reducirte Schaar (18) besteht aus elementaren Schaaren 
von zweierlei Art; die Schaaren erster Art sind von gleichvielen Yariabelen 
X imd Y abhängig; die elementaren Schaaren zweiter Art hingegen 
haben eine Yariabele der einen Reihe mehr, als Yariabelen der anderen 
Reihe^ zerfallen also wieder in zwei Abiheüungen; in die erste (zuleite) 
Abtheilung rechnen wir die Theilschaaren, die eine Yariabele X{Y) 
mehr haben, als Yariabele T (X). Bezeichnet man die Anzahl der 
Yariabelen X in diesen drei Fällen bez. mit e, 6, e — 1; so ist die 
Anzahl der Yariabelen T bez. e, ^ — 1 > ^- Die Gesammtzahl der 
Yariabelen X und Y ist in den drei Fallen bez. 2e, 2c — 1, 2c — 1. 

a) Für eine Theilschaar erster Art 

(20) X, (a^oif^ - ÄY?^ + A, (6,0?^ + g¥,^) 

ist die Determinante irleich A0 

iß) ^ 

± («e^i + ft^A,)'* - ± (a^^i + b^^y , 

wenn wir die Gesammtzahl ihrer Yariabelen mit n^Jr bezeichnen; sie 

hat einen ET (a^Aj + 6^A,)^ 

b) Die Determinante einer Schaar zweiter Art ist identisch Null; 
eine Schaar der ersten Abteilung ist von der Gestalt 


* Wenn im Folgenden von der reducirten Schaar (18) gesprochen wird, bo 
meinen wir stets die Schaar von der hier beschriebenen Gestalt. 
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(21) l,^XSi^YS. + X^^:Ki^M-^iTS. (f* + i'-«2-l,ft = l,2 ..^-1), 

wo. durch die übergesetzten Null angedeutet ist, dass hier c^ » 0, u. s. w. 

gesetzt worden ist. Bezeichnen wir die öesammtzahl der Yariabelen 

in (21) mit n«, so ist »J - 2ei - 1. 

Die Ableitungen von (21) nach den XJ^ sind durch eine lineare Relation 

verknüpfi, die in Aj | /t, genau yom Grade ^ — 1 ist; bezeichnen wir 

diesen örad kurz mit mg, so ist 

(22) ni^2mg+ 1. 

Analoges gilt für die Schaaren eweUer ÄhtheUimg; dieselben sind 
von der Gestalt 
{2Z) X^'^JPn^Yi.+ J^^^.f.Yl.^i (^ + v-ej-l, t;-l,2,...c2-l), 

wo durch den horizontalen Strich über den XS^, . u. s. w. angedeutet 
ist, dass wir es mit einer Theilschaar der zweiten Abtheilung zu thun 
haben. Hier sind die Ableitungen nach den Y^^ durch eine lineare 
Sektion verbunden, die in X^ \ A, genau Tom Grade 

»s-c;-i 

ist; femer ist 

(24) «5 « 2wx + 1, 

wo tS die Gesammtzahl der Yariabelen in (23) bedeutet. 

Das Koefficientensystem yon (21), ebenso das von (23), besitzt 
'keine ElementarOieüer, Femer ist eS > 1, eS> 1- 

Die elementaren Schaaren erster Art sind durch die Zahl der in ihnen 
auftretenden Yariabelen riS^ '^2^^ und die Konstanten a^, b^, ^, A 
bestimmt; die Schaaren der zweiten Art hingegen sind durch die Zahl 
der in ihnen auftretenden Yariabelen »S bez. 9iS allein yollstandig be- 
stimmt, in Folge der Gleichungen (22) und (24) aber auch durch 
die Zahlen m« bez. m«. 

60. Die Bedeutung der Eonstanten g\'h für die Schaar itj^) + ^^ 
ist bekannt (37, 55); auch diejenige der Eonstanten a^, &^*und der 

Zahlen ^^ » ^^ ist leicht anzugeben. Jede Theilschaar (20) besitzt 
nämlich den einen ET (a X A-h X Y* • 

derselbe ist nach dem Theoreme YII in 38 auch ein ET des Eoefficienten- 
Systems von (18) und mithin auch des von X^^ + X^i>. Da die 
Eoefficientensysteme der Theilschaaren zweiter Art keine ET besitzen, 
so treten eben nach Theorem YII genau soviel Theilschaaren erster 
Art in (18) auf, als das Eoefficientensystem von X^^+ X^if ET besitzt. 
Jedem Elementartheüer / - . x 4 \e(?^ 

des letzteren Systems entspridU also eine Theilschaar (20) erster Art, 
Dadurch ist die Bedeutung der a^, b^, eif^ für unsere Schaar yoUstandig 
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dargelegt. Bezeichnet man die ET des Systems von Jlj9) + A,^ in irgend 
einer Reihenfolge mit 

(a,A, + 6iA,>, (aa^i+6s^)%.-.(Mi+M2y^ 
so kann man^ wie in 44 ^ den aus elementaren Schaaren erster Art be- 
stehenden Theil Yon (18) kürzer gleich 

1^ «« 1, 2, . . . p 

setzen; dabei sind die ao\ba so zu bestimmen, dass ga^ + hbc » 1 ist. 
(68, 47.) 

Somit bleibt uns nur noch die Aufgabe, die Bedeutung der Zahlen 
nS bez. m«, ei und ni bez. m«, iS aufzudecken. 

Es seien 9 und ^ zwei bilineare Formen yon je 2n Yariabelen 
^1 • • • ^n; Vi ' * -Vn] duTch Yerschwindeu von Eoefficienten kann es 
möglich sein, dass die Anzahl beider Reihen yon Yeranderlichen ver- 
schieden ist, dann ist natürlich \X^q> + X^if\ = 0'^ aber auch im Falle 
wirklich gleichviel Xi und y,- in X^g) + X^'fif auftreten, wollen wir 
|Aj9) + ^^| = voraussetzen. Der Rang des Koefficientensystems der 
Schaar Xiq) + X^i; sei r. Alsdann bestehen zwischen den n Ableitungen 
von X^q) + i^fl; nach den ^^, ebenso nach den y,-, genau n — t un- 
abhängige lineare Relationen, deren Eoefficienten homogene Funktionen 
von Aj I A) sind. Wir denken uns nun diese n — r Relationen beide- 
mal so gewählt, dass sie in den kj^ \ X^ von möglichst niederem Grade 
sind; wir bezeichnen diese Gradzahlen bez. mit 

und nennen sie die zur singularen Schaar gehörigen Minimalgrad- 
zahlen. Jede zur Schaar il^^ + ^^ ä<iuivalente Schaar besitzt die- 
selben Minimalgradzahlen, wie Xi^ + X^if^ wie man mittelst des auf 
S. 95—96 Bemerkten höchst einfach beweist. Diese Zahlen kann man 
daher als numerische Invaricmten der Schaar X^ip + A,^ (des Formen- 
paares 9, ii) bezeichnen. Die Zahlen Mi, ebenso die Zahlen M,- seien 
in (26) nach wachsender Grösse geordnet. Sind nun die q ersten Mi 
und die 6 ersten Mi Null, so können wir die Schaar zunächst in 
eine äquivalente überf&hren, in welch' letzterer nur noch « — (>«■ r 
Veränderliche der ersten Reihe und nur noch « — <y « s Variabele 
der zweiten Reihe auftreten (53). Diese Schaar verwandeln wir dann 
auf die oben beschriebene Weise in eine reducirte Schaar von der 
Gestalt (18) (vergl. 54 — 59). Als zur gegebenen Schaar A^qp-f A,^ 
äquivalent, besitzt sie dieselben Minimalgradzahlen, wie jene Schaar. 
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Das Nallsein der q ersten Mi und der 6 ersten Mi dokumentirt sich 
in der reducirten Schaar dadurch, dass dieselbe nur noch von r 
Yariabelen X und s Yariabelen Y abhangt. Die übrigen Gh*adzahlen 
Mi und Mi sind grösser als NuU. 

Nun sei 2\ eine Theilschaar (21) zweiter Art erster Abtheflung, 
T eine Theilschaar (20) erster Art. Dann sind die Ableitungen von 
T^ nach den in 2\ auftretenden* e^ Yariabelen X durch eine lineare 
Gleichung 6r — verknüpft, die in A^ | A, vom örade ej — 1 « «ix ist. 
Die Ableitungen der Schaar Ti+ T nach den in ihr auftretenden X 
sind durch dieselbe Gleichung (r » verknüpft. Denn in Ti+ T 
treten 6^ + e^^^ Yariabele X auf. Der Rang des Koefficientensystems 
von T^+T ist ^ — 1 + e^/> (22, Satz d), also sind die Ableitungen 
von Ti'+ T nach den X in der That durch eine lineare Relation ver- 
bunden, nämlich durch die Relation 6r » 0. Analog zeigt man: Ist 
T^ eine Schaar erster, T^ eine Schaar zweiter Abtheilung der zweiten 
Art, sind die Ableitungen von T^ nach den X durch eine Gleichung 
G ^^ verknüpft, so sind die Ableitungen von T^ + T^ nach den X 
durch die einzige Relation ff «= verbunden. Endlich: Sind T^ + B^ 
zwei Theilschaaren zweiter Art erster Abtheilung, sind die Ableitungen 
von ^i(i2i) nach den X durch die lineare Relation 6i=-0(6rg— 0) 
verbunden, so sind die Ableitungen von T^ + B^ nach den X durch 
zwei Relationen, nämlich durch 

Gj«0, ff,-0 

verbunden. Alle diese Relationen sind unter sich nicht linear abhängig. 
Aehnliches gilt für die Ableitungen nach den F. 

Hieraus schliesst man, dass in (18) so viele Theilschaaren zweiter 
Art auftreten, als es von Null verschiedene Zahlen Mi bez. Mi giebt, 
und zwar n — x — q '^q^ Theilschaaren von der ersten Abtheilung und 
n — t — 6 ^ 6^ Theilschaaren zweiter Abtheilung. Diese liefern gerade* 
Q^ lineare unabhängige Relationen zwischen den Ableitungen von (18) 
nach den X und 6^ unabhängige lineare Relationen zwischen den Ab- 
leitungen von (18) nach den F. Diese Relationen sind in A^ 1 1, bez. 

vom Grade o ^ / ^ « n 

mx — Cx — 1 (x«l,2, ...ßi), 

w — ä — 1 (x ■= 1, 2, . . . <fi). 

Durch lineare Yerknüpfung der q^ ersten oder der 6^ zweiten Re- 
lationen kann aber kein neues System von q^ bez. 6^ unabhängigen 
Relationen gefunden werden, die in X^\X^ von niederem Grade wären, 
als vom Grade m^, . . . m^ böz. m^, . . . jn^^; daher sind die Zählen m^ 
und nix nichts anderes cUs die von NuU verschiedenen Minimalgradgahlen 
Mi und Mi, d. h. es ist bei passender Bezeichnung 
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Mq^i "» »1^4.1, .. . Mu — t -»♦»« — <, 
Damit ist denn, da ja 

1 n« — 2m^ +1, • itf — 2i»K + 1 
ist, die Bedeutung der in (18) auftretenden Zahlen «n», m« u. s. w. toU- 
ständig dargelegt. 

Wir schreiben jetzt f&r alle Mi bez. Mi wieder nii bez. m^. Es ist 
vartheühafty auch für x -• 1, 2, . . . q bez. x » 1, 2, . . . a dtircft 

»2 — 2w* + l, nS — 2wx+l 
Zählen n« und n^ einzuführen. Nicht nur die m«^ m«, sondern auch 
die «2, tÖ (ä — 1, 2, . . .n — r) sind Inyarianten der Formenschaar 
Xi(p + X^if (des Formenpaares g>, ^). Da Eronecker im Wesent- 
lichen mit diesen letzeren Invarianten arbeitet, so wollen wir sie 
als die Eronecker 'sehen Invarianten der Schaar (des Paares) 
bezeichnen. Das Auftreten einer Eronecker'schen Invariante 1 be- 
sagt, dass die Anzahl der Yariabelen der einen Reihe durch lineare 
Substitution um Eins vermindert werden kann. 

61. Wir wollen nun annehmen, dass fdr zwei Schaaren 

bilinearer Formen von je 2n Veränderlichen Xi^ jfk die Minimalgradzahlen 
und die ET der Eoefficientensysteme übereinstimmen. Diese sind 
dann von gleichem Range t und der grosste gemeinschaftliche Theiler 
aller Subdeterminanten t^^ Gh^des aus beiden Systemen ist derselbe. 
Man kann daher bei der Reduktion dieser Schaaren den Eonstanten 
g\h beidemal dieselben Werthe beilegen, dann wird die reducirte 
Form (18) von >li9 + A,^ identisch mit der reducirten Form (18) von 
A^qp'-f Aj^' (60). Die Schaaren Xj^(p + X^iff und Xiq>'+ X^if' sind also zu 
einer und derselben dritten Schaar (18) äquivalent, mithin sind die 
beiden Schaaren unter sich äquivalent. Es gilt also das Theorem 
von Eronecker: 

X. Stimmen für zwei singulare Formenschaaren, die von 
je n Yariabelenpaaren abhängen, die Minimalgrad- 
zahlen und die Elementartheiler der Eoefficienten- 
systeme überein, so sind sie äquivalent, und um- 
gekehrt.* 

* Auf rationalem Wege kann man daher über die Aequivalenz zweier sin- 
gnlären Schaaren entscheiden; die Substitutionen, welcbe eine singulare Schaar 
in eine äquivalente überfahren, sind rational bestimmbar (89). 
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Nachdem wir dieses Resultat aus unseren Eniwickelungen gezogen 
haben, müssen wir uns etwas eingehender mit den Zahlen mx, e^\ el 
u. s. w. bescMfkigen. Zunächst sei bemerkt,, dass nach (37) die 
Kronecker'schen Invarianten n», n« stets ungerade Zahlen sind. Femer 
ergiebt sich aus dem in 59 und 60 Erörterten f&r die zu einer Schaar 
^9 + ^ti die Ton 2n Veränderlichen abhangt, gehörigen Zahlen 

f^x\ nj, nj die Gleichung 

I« — 1, 2, . . .n — r \ 
y«l,2,...p / 

wenn wir die früheren Bezeichnungen beibehalten und in n^f^ den jetzt 
unnothigen Index q (S. 108) weglassen. Da n^ -» 2eY ist, so sind die 
Zahlen ny gerade Zahlen. 

Wir wollen die Theilschaaren (21), .(23) und (25) bez. mit TS^ 
T%^ Ta bezeichnen. Besitzt eine singulare Schaar X^fp + ^'^ bilinearer 
Formen von 2n Yariabelen die Minimalgradzahlen 

vn^y tn^y . • . fn^y 9^, vn^^ . , ,7nt 

und das Eoefficientensystem derselben die ET 

(a^Aj + hoX^yo (<y - 1, 2, . . . p), 
und wir setzen 

(28) Wx-cS-1, wix=eS-l, 

so kann man nach dem Vorhergehenden Jl^qp + >^^ in die Schaar 
transformiren, wo in R bei «2 <» 1, ä]S» 1, 

t5=t;«o 

gu nehmen ist. Dabei ist, wenn wir noch 

(29) n2-2wx+l, n2 = 2mx + l, nx-2cx 
setzen, 

(30) »J + w8 + ... + »?+ w?+ nS + •••+ n?+ «1 + wa +.-. + fip« 2n; 

die nS, nS sind ungerade, die n^ gerade Zahlen. 

Man denke sich nun umgekehrt für ein gegebenes n die Gleich- 
ung (30) in positiven, ungeraden* Zahlen ni, nS und in positiven 
geraden Zahlen n^ gelöst; dabei müssen die Zahlen ni und nj in 
gleicher Zahl auftreten und dürfen nicht fehlen, während die Zahlen n« 
nicht unbedingt in einer Lösung aufzutreten brauchen. Ist dann durch 

die Zahlen i^o «o =o u^o *- *, 
Wi, . . . ntf Wi, . . . W/, Wj, . . Wp 

• Von Null verschiedenen. 
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eine solche Lösung der Gleichung (30) gegeben^ und man berechnet 
aus diesm Zahlen durch die Gleichungen (29) neue Zahlen 

setzt femer ftr ein vorstehendes m«; nix 

nhc^ei—1^ Wk^S— 1 
und wählt alsdann fQr die Zahlen eS, ^^ e^ in. B diese Zahlen 

setzt für ein eS- 1, Ti= 0, för ein ^- 1, T^= 0, wählt ferner in B 
die Eonstanten aa, ha, g^ h willkürlich^ aber so^ dass 

gaa+hho'^Q (<y « 1, 2, . . .p) 

ist^ dann besitzt die Schaar B die Minimalgradzahldn 

und das Eoefßcientensystem Ton 12 besitzt die ET 

(ttaXt + baX^yo (<y = 1, 2, . . . p). 

Dies geht unmittelbar aus 60 hervor. 

Wir wollen dieses Resultat folgendermassen kurz als Theorem 
aussprechen: 

XI. Man kann für ein gegebenes n singulare bilineare 
Formenschaaren, die von 2n Yariabelen abhängen, 
bilden*, welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen 
haben, und deren Eoefficientensysteme vorgeschrie- 
bene Elementartheiler besitzen. 

Sind die Zahlen m«, fhx nicht alle grösser als Null, so treten in 
der, wie eben angegeben, zu bildenden Schaar nicht wirklich 2n 
Yariabele auf; die Schaar kann femer nur aus Theilschaaren erster 
Art bestehen, sodass ihr EoefQcientensystem gar keine ET besitzt. 

Fasst man eine ordinäre Schaar als eine solche auf, die keine 
Minimalgradzahlen besitzt, lässt femer in den Theoremen X und XI 
das Wort „singulär" weg, so gelten diese Theoreme X und XI für 
Fonnenschaaren jeder Art (vergl. Theorem VIII und IX). Es herrscht 
also zwischen den Entwickelungen von Weierstrass und Eronecker 
vollkommene Einheitlichkeit. Dieselbe tritt auch im folgenden Satze 
hervor: 

JDie Kronecher'sehen und W eierstrass*8chen Invarianten einer 
zerkgha/ren Sduw/r sind diejenigen ihrer Theüe zusammengenommen. 


* Oder, wie man auch sagen kann, welche vorgeschriebene Krone cker^sche 
Invarianten haben. 
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Für die Weierstrass 'sehen Inyarianten ist der Satz bewiesen 
(Theorem YU in 38), für die Eronecker'schen beweist man ihn so: 
Sei die Schaar 5 in die Theile 8^ und S^ zerl^bar, seien r^^ r^, r bez. 
die Bangzahlen von j^^ |, l^^ |, \S\ und fär 

miy «ij, . . . nit^y mt^^iy • . . wir,-fr,j w^, m,, . . . mi 

die Minimalgradzahlen der ersten Reihe fiir die Schaaren S^, S^, 8^ die 
von n^, n^f n Yariabelen Xi abhängen mögen. Zunächst erkennt man^ 
dass wegen r'^^r^ + r^ (22, d) und n^n^ + n^ 

Ti + tr, = r 

ist. Nach Kronecker giebt es femer Substitutionen, die jS^, 82, 8 
bez. in 

S ' - Ti« + T? + • • • + 2? + i^ + i - J2i + JRg 

überfahren (S. 111, yergl. auch 32). Sind nun a Zahlen m|,...nit^ 
b Zahlen mr.+i, . . . m« Null, so hangt die Schaar 8' nur yon n — (a + b) 
Yariabelen der ersten Reihe ab, d. h. a + & der Zahlen ml sind NulL 
Jede Theilschaar TS (m« > 0) aber von 5' liefert eine Relation m«*^ 
Gerades zwischen den Ableitimgen von 8' nach den Yariabelen der 
ersten Reihe. Zwischen diesen bestehen also t^-^-x^^z unabhängige 
Relationen, die bez. vom Grade m^, m2, . . . m^ sind. Durch lineare 
Yerbindung dieser Relationen kann aber kein neues System Ton t un- 
abhängigen Relationen geschaffen werden, die yon niedrigerem als vom 
Ghrade ^, in^, . . . fit« in A^ | il, wären; daher müssen die Zahlen ml- und 
m,- übereinstimmen. Analoges gilt für die öradzahlen der zweiten 
R^ihe, womit unser Satz bewiesen ist. 

Man erkennt schliesslich, dass eine sifigtüäre Schaar dann und nur 
dann irreducibd ist, wen/n sie ein einziges Kranecker'sches Invariarden- 
paar n^, f^i — 1, ihr System aber keinen ET besitzt. 

62. Auf Grund des Theorems XI Massificiren wir die singulären 
Formenschaaren, die von gleichvielen Yariabelenpaaren abhängen, unter 
Zugrundelegung unbeschränkter linearer Transformationen f&r die 
Yariabelen beider Reihen genau so, wie dies bei den ordinären 
Schaaren auf Grund des Theorems IX in 49 ausgeftihrt wurde. 

Gehören zu einer singulären Schaar A^A + ^B von bilinearen 
Formeuy» die von n Yariabelenpaaren abhängen, etwa die unter (29) 
angegebenen Zahlen nS, n^ u. s. w., so sagen wir, die Schaar A^A +A,B 
(das Formenpaar A, B) besitze die Charakteristik 

Mnth, Elementartheiler. 8 
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(31) [{< »s, . . . <• s;, S5, ... n?} (w,, ...)... K, ...)... . -ffh)]* 

wobei die runden Klammem solche Zahlen Ha einscUiessen, deren zu- 
gehörige Zahlen Ca^^^ ^Bzponenten von ETh gleicher Basis sind. 

Zu allen Ton 2nyariabelen abhängigen singularen Formenschaaren 
gehört eine endliche AnzAhl von Charakteristiken (31)^ da die Summe 
der Zahlen ni, n^, n^ gleich 2» ist, u. s.w., wie in 29, nur dass jetzt an Stelle 
der Gleichung (3) die Gleichung (30), an Stelle von Theorem IX das 
Theorem XI tritt Schliesslich Jdassificiren tvir meder, wie in 49, die 
von einer gegebenen AneaM van VariabdenpcLoren äbhcmgigen singtdären 
Schaa/ren, Sind in der Charakteristik einer Elasse die Zahlen n« nicht 
alle gleich den Zahlen n^, so erhält man dadurch, dass man in ihr 
die Zahlen n« und n^ yertauscht, nicht die Charakteristik einer neuen 
Elasse, da es gleichgiltig ist, welche Reihe von Yariabelen man in 
einer bilinearen Form als die erste ansehen wilL Die Schaaren einer 
und derselben Elasse können wegen Theorem X auf eine gewisse 
NormcHfcrm (kanonische Form) R gebracht werden.** U. s. w. 

Die Zahl der Klassen von singularen Formenschaaren, die von 
n Yariabelenpaaren abhängen, die aber in seiche transformirt werden 
Joannen, die von weniger Variabdenpaaren abhängen, ist gleich der Zahl 
der Klassen von ordinären und singularen Schaaren bilinearer Formen, 
die von n — 1 Yariabelenpaaren abhängen. Denn stellen die Zahlen 

Xf ^Q9 * * *f ^> Sl * • • -JL- Tr« *|* rM • « • 

ein Lösungssystem der Gleichung (30) vor, welches die S. 111 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt, so ist durch die Zahlen 

ein geignetes Lösungssystem der Gleichung 

(32) 2{n^l)^^ni+^n^^+^ny 

a ß Y 

gegeben. Genügen umgekehrt die Zahlen nj, . . ., ^si*«*^!» *%y--- 
der Gleichung (32) und besitzen die S. 111 angegebenen Eigenschaften, 
nur dass jetzt auch die Zahlen n«, n^ fehlen dürfen, in welchem Falle 

fh + ^+ 2(n-l), 

^1 +Ci + *"'=w — 1 
ist, so stellen die Zahlen 1, nj, . . ., 1, n^, . . ., n^, n^, . . . ein passendes 
Lösungssystem von (30) vor. 

* Treten keine Zahlen na auf, so bleibt die eckige Klammer weg. 
** Ist die Charakteristik einer Klasse von der Gestalt {ll . . . 1; 1 1 . . . l}, so 
venchwinden alle ihr angehörigen Schaaren identisch; wir wollen dann sagen, 
zur Klasse gehöre die Normalfonn „0". 
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Die Normalfonneii f&r die Elasaen dieser singuBuren Formen- 
scliaaren, die Ton n Yariabelenpaaren abhängen, sind identisch mit den 
NoAnalfoimen fBr alle Klassen yon singnlären nnd ordinären Formen- 
schaaran, die Ton (n — 1) Yariabelenpaaren abhängen. Denn zn der 
Klasse Ton Schaaren bilinearer, Ton n Yariabelenpaaren abhängiger 
Formen mit der Charakteristik 

(33) [{1, iij,...;l, nS,...}(fi„. ..)... (n.,...).-(-vnp)] 
gehört dieselbe Normalform, wie zn der Klasse Ton Schaaren bilinearer, 
von n — 1 Yariabelenpaaren abhang^er Formen mit der Oharakteristik 

bez^ wenn die Zahlen nj, . . . n}, . . . in (33) fehlen, mit der Charakteristik 

[(5-e„...)...(¥-e.,...)...(...?-ep)]. 
YergL 49. 

Diese Bemerkungen benützend, wollen wir jetzt ftr die Fälle 
n -• 1, 2, 3, 4 die Zahl der Klassen bestimmen und die zu den einzelnen 
Klassen gehörigen Normalformen wirklich aufstellen. 

Für n -» 1 gestattet die Gleichung 

2-nJ + hw?H l-niH 

nur eine Lösung der in 61 beschriebenen Art, nämlich die Lösung 

nS-1, ^-1; 
es giebt nur eine Klasse mit der Charakteristik 

{1, 1}; 

sie umfasst die Schaaren bilinearer Formen von einem Yariabelenpaare, 
die identisch Null sind. 

Für n — > 2 hat man fElr die Gleichung 

4-=-n? + «l} + h«i + w!l + --- + »i + ti|+--- 

die 3 Lösungen: i. nj - 3, n? - 1, 

2. n?-l, «?-l, tii-2, 

3. n?»94-n{-nj|-l. 

Zu der der ersten entsprechenden Klasse mit der Charakteristik 

{3,1} 
bestimmt sich die Normalform wie folgt; zunächst wird 

«ij — 1, Wj — 0, el — 2; 

daher ist JS — T?, wo in T? 

cj-l-l 

zu nehmen ist; man erhält daher als Normalform 

8* 
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Die Normalformen fSr die Klassen [{1,1)2] and {11,11} sind die- 
jenigen f&r die Klassen [1] und {1,1} von Formenschaaren^ die yon 
einem Yariabelenpaare abhängen; die Normalform fSr die ersferen 
wurde in 50 unter a)^ 1 ang^eben, die Scbaaren der zweiten sind 
identisch Null (siehe oben). U. s.w. 

Wir stellen jetzt^ wie in 50^ die Charakteristiken und Normal- 
formen für alle Klassen, yon Formenpaaren, die eine singulare Schaar 
bilinearer Formen yon n Yariabelenpaaren bestimmen, fOr die Fälle 
n » 1, 2, 3, 4 zusammen, wobei wir fOr X, F bez. x^ y schreiben. 

Klassen der singulftren Paare .bilinearer Formen 
von 2n Variabelen bei unbesohrftnkter linearer Trans- 
formation der Variabelen im Falle 

a) n — 1. 

l.{l,I}:o'. 

b) n - 2. 

2. [{l,T|}2] I Die Normalformen sind identisch mit dezyenigen fbr 

I die Klassen yon Formenpaaren, die yon je einem 

3. {11, 11} ] Yariabelenpaare abhängen (yergl. 50 a), 1, 62 a), 1). 

c) n — 3. 

^'^^*^' 'a«oy?o + S?oy?o* 
3. [8,1)2]: 1 7. 


4, {81, 11} 

5. [{1,1} 22] 
6.[{i,i}(22)] 

7. [{1,1} 4] 
8.[{ii,n}2] 
9. {111,111} 


Die Normalformen sind identisch mit denjenigen 
fOr die Klassen yon Formenpaaren, die yon je evoei 
Yariabelenpaaren abhängen, und zwar stimmen die 
* Normalformen fOr die linksstehenden Klassen 4 bis 
9 der Reihe nach mit denjenigen fOr die Klassen 
mit den Charakteristiken {s,!}, [11], [(11)], [{1,1)2], 

{11,11} überein. 


* üeber die GharakteriBirung dieses Falles durch rationale In- nnd Eovarianten 
ssweier temären bilinearen Formen vergl. Math, Ueber temäre bilineare Formen, 
Math. Ann. (92) Bd. 42, Art. 8. 
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d) n - 4. 


2. {6,8} 




5. [{8,8} 2] 


6. [{8,1} 22] 


ojJi yio + a?io yio + h ^oyio- 

4i yio + «1 ^10^10 + ^ ^oywj 
"a:?o j/2o + &i Äioyio + h ^«oyw 

7 r/ '\r \] ^iä^« + ^i(^oyio+^2oy2o)7 

5. {61,11}, 6, {3i,8i}, 7. [{31, ii}2], 8. [{1,1} 222], 9. [{1,1} (22) 2], 

10.[{l,l}(222)], ll.[{l,l}42], 12.[{lJ}(42)], 13.[{l,l}6], 14.{311,in}, 

15. [{11, n}22], 16. [{u, n}(22)], 17. [{11, ü} 4], 18. [{111, m} 2], 
19. {1111, Tili}- 

Die Normalformell f&r diese letzten 15 blassen sind identisch 
mit denjenigen fär die Klassen von Formenpaaren, die yon je drei 
Yeränderlichenpaaren abhängen, und zwar stimmen die Normalformen 
für die Elassen 5—19 der Reihe nach mit denjenigen f&r die Elassen 
mit den Charakteristiken {6,1}, {3,3} u. s.w. überein. 

Aus 50 und 62 ergiebt sich, dass in den Fallen n»»l, 2, 3, 4 
bez. 2, 6, 15, 33 Elassen von Schaaren bilinearer Formen auftreten. 

Die Theoreme yon Weierstrass und Eronecker finden zahl- 
reiche Anwendimgen in den Untersuchungen über specidle Fonnen- 
schaaren, auf welche wir in den folgenden Paragraphen eingehen; wir 
gelangen durch dieselben zu einer Reihe neuer Fundamentalsätze 
über ET. 
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§ 9. Symmetrische nnd alternirende Formen. 

L 

63. Es sei 

. Ä'^^OikXiXk (f, i — 1,2, ...n), 

wobei ^^ 

eine quadratische Form von n Yariabelen o^, . . • os«, deren Eoefficienten 
die in 10 fär die an angegebene Bescbaffenheit baben mögen. Die 
Detenninante der Form Ä bezeichnen wir mit \Ä\] das System Ton 
\Ä\ ist ein symmetrisches. Die Begriffe j,ordinäre", ,fSingfdäre^\ „eer- 
Jegbare quadratische Form^^ definiren wir, wie bei den bilinearen Formen 
in 10 und 22. Sind die a^ lineare Formen zweier Veränderlichen 
Ai I A,, so steUt A « Ai-4i+ ^A 

eine Schaar quadratischer Formen yor (3, Schluss). Die Begriffe 
^jAequivalene gweier Schaaren^^ (Paare), „dementare Schaar^, „reducirte 
Scha>ar^ definiren wir, wie es bei Schaaren bilinearer Formen geschah 
(25, 39), nur dass jetzt an Stelle der Substitutionen für die Yariabelen 
beider Reihen eine eiwige lineare Substitution 

(1) «I— aux[ + «jf a?i + i^nixL 

fOr die x^, a^, . . . ^« tritt. Ist die Schaar Ä eine singulare, so sind die 
Ableitungen yon Ä nach x^, x^, . . ,x^ durch n — r unabhängige lineare 
Relationen verbunden, wenn r den Rang des Systems von |J.| be- 
zeichnet. Wählt man diese Relationen so, dass sie in Aj | A, von 
möglichst niederem Grade m^, m,, . . . m«.« sind, so heissen m^, 
m,, . . . mn—t die zur Schaar Ä gehörenden Minimalgradzahlen. 

Dies Yorausgeschickt sei nunmehr X^Ä + k^B eine Schaar 
quadratischer Formen von n Yariabelen, und zwar sei 

Ä^^OikXiXkj B^^bnXiXu 

Dann setzen wir, unter y^, y^, . . . y« Yariabele yerstehend, 
ifdÄ , dA , .dÄ \ T, 

1 {dB .dB , . ^B \ x> 

Die symmetrischen bilinearen Formen P« und P^ (yergl. 11) heissen 
die Polarformen yon Ä bez. B*. Für Xt^yi (» •= 1, 2, . . . n) geht 
Fa in Äj Fi in B, also die Schaar X^Fa + l^^ff ^^^ symmetrischen 

* Ist P^B^a^^oj^y^ eine Bymmetrische Form, so ist P^ die Polarform von 


(i, fc -=- 1, 2, . . . n). 
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bilinearen, in die Schaar X^A + X^B von quadratischen Formen über; 
denn es ist 

Pa '^'^aikXijfjt, Pft ^^^aXiffi (i, * « 1, 2, ... n). 

Es ist femer 

(2) \X^A + X,B\^\X,Pa + X,Pö\. 

Dnrcli die Substitution (1) mit nicht yerschwindender Determinante 

gehe nun J. in A^ £ in B über. Setzen wir noch 

A ^^aljtxlxl, B --^bUxixi (i, Ä - 1, 2, ... n) 
und 

(3) ffi — auy[ + «j^yi + f- Oniyi (» — 1, 2, . . . n), 

so geht bekamitlich durch die congruenten TransformaHonen (1) und (3) 
(TergL 13) P. in ^^ _ y,^,^^,^^ (,^ * - 1, 2, . . . «), 

Pß^^hUxlyi (i, Ä;-l,2,...n), 
also die Schaar 

in die Schaar 

über. Auch das Umgekehrte ist richtig: Gent durch die congruenten 
Transformationen (1) und (3) Pa in Pa, so geht durch (1) jl in A 
über^ U.S.W. Nach 11 ist 

also wegen (2) 

|AiA + A,BHA>|Ai^ + A,B|. 

Ueber die Aequivalenz von Schaaren quadratischer Formen gilt 
der Satz: 

14) Sind zwei ordinäre (singtdäre) Schaaren quadratischer Formen 
von je n Variabelen äquivalent, so stimmen die Elementartheiler ihrer 
Determinanten (ihrer Koefficientensysteme und ihre MinimalgradzaMen) 
überein. 

Denn sind die Schaaren X^Ä + X^B und il^A + ^B äquiYalent, so 

sind es auch die Schaaren X^ Pa + X^Pb und X^Pa + X^P^, also stimmen die 

ET der Determinanten | X^Pa + X^Pt \ und | A^P. + A^P^ | bez. die ET 

der Systeme dieser Determinanten überein (39 ^ Satz 12); wegen (2) 

gilt aber das Gleiche für die Schaaren X^A + X^B, A^A + A^B. Sind 

m^, iii|, . . . m^ die zur (singulären) Schaar XiA + X^B gehörigen 

Minimalgradzahlen, so gehören zur Schaar A^Pa + AgP» die Minimal- 

icxacizan len ^._ .^^ ^^^ . xn "zu ^a 

^ m^y m^f • • • mt] m^, m^j • • • mt, 

wo bei passender Bezeichnung 
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Wx — Wx (x « 1, 2, . . . t) 

ist. Denn es ist 

2 ^i ^i t»-l, ^,...n), 

die zu Aj Pa + A, P» äquivalente Schaar A^ P« + A, P/9 besitzt ebenfalls 
die Minimalgradzahlen m^, . , ., m^^ . . . (m»- = m^) nacb Theorem X. 
Daraus folgt aber^ dass die Schaar A^A + A^B die Minimalgradzahlen 
fitif w^) • • . W/ besitzt^ w. z. b. w. 

Wir wollen im Folgenden zunächst zeigen^ dass die Ueberein- 
stimmung der ET nicht nur die nothwendige^ sondern auch die km- 
reichende Bedingung fOr die Aequivalenz zweier ordinärer Schaaren 
quadratischer Formen ist. 

64. Um dieses zu beweisen, bedürfen wir folgenden Hüfssatzes: 
Sind die EoefGcienten einer symmetrischen bilinearen Form 

Ä — ^aikXiffk (iy & « 1, 2, ... n) 

ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Yeranderlichen, 
so kann man Ä durch eine Reihe von congmenten Elementar- 
transformationen in eine^Form 

A — ^alkxlylt (i, * — 1, 2, ... n) 
so transformiren, dass die Subdeterminanten 

A^ - 2± ^ii^i» • • • ^ee (P - ^ 2, . . . r) 

des Systems von { A | sämmÜich regtdär in Bezug auf einen Prim- 
theiler p werden, wenn r den Rang von | A | bedeutet* 

Zum Beweise brauchen wir die Resultate des Artikels 7. Zunächst 
kann man nach dem dort Gezeigten durch congruente Elementar- 
transformationen 2**' Art (vergL 27, b) die Form A in eine solche 
transformiren, für welche die in 7 mit Äg, JB^, Cg bezeichneten Sub- 
determinanten ihres Eoef&cientensystems die daselbst unter 6) an- 
gegebenen Eigenschaften besitzen. Bezeichnen wir diese Form wieder 

mit A'^^aik^iVk und führen wir ^ durch die congmenten Elementar- 
transformationen 3**' Art (27, c) 

yi- y[7 y% =- yi? •••»?= y^, y?+i = y?+i - Vv y^+a - y^+2, . . . y» -yi 

in eine Form 


• Ffobenius, S.B. 1894, S. 87. 
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Pi-^-^ahxlylt (i, fc-l,2,...n) 

über^ 80 geht die Determinante | A | aus der Determinante | Ä | dadurch 

hervor^ dass man in | ^ | die (p + 1)^ Zeile von der g*^ Zeile und 

dann die (p -f 1)^ Spalte Ton der q^^ Spalte (oder umgekehrt) abzieht 

(27). Alsdann wird aber 

Ai"=-4j, Aj «—-^j, . . . Aa— i^^A— 1, A«-|-i — -a.p^i, Aii""-4|| 
und 

(4) A^-^^-25^ + C^, 

wenn A^ u. s. w. für A bedeutet, was A^ u. s. w. fOr A. Dies ergiebt 
sich einfach so, dass man A^^ zweimal in je zwei Determinanten zer- 
legt. Enthält nun der grSsste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten q*^ Grades von | A \ den Primtheiler p zur Potenz Z, dann 
steckt p in Bg genau zur Potenz l^ in A^^ und C^ zu einer höheren; 
daher steckt p wegen (4) in A^ genau zur Potenz I; d. h. A^ ist eine 
reguläre Subdeterminante von | A |- In | A | sind sonach die sammtlichen 
Determinanten A^, As,...A^; \+i regulSr. Durch weitere Anwendung 
Yon solchen einfachen congruenten Transformationen bringt man es 
schliesslich zu einer Form A, fOr welche die bei A mit A^f..,Ar be- 
zeichneten Subdeterminanten alle r^ulax in Bezug auf j> werden, w.z.b.w. 

Machen wir noch durch congruente Beihenvertauschungen in |A| 
das erste Diagonalelement zum letzten, das zweite zum vorletzen u. s. w., 
80 ergiebt sich, falls speciell A von der Gestalt 

XA-'B, 
wo A und B symmetrische bilineare, yon X unabhängige Formen yor- 
stellen, und r^^n ist, dass man durch congruente Transfonnatianen mit 
ganzeaJdigen Substitutionskoefficienten XA — B so umformen hmn, dass 
in der Determinante der neuen Form die 8. 70 für \XA — B\ mit 
Sf 8y 8\" . . . S^*""*) bezeichneten 8ubdeterminanten sämmüich regulär 
werden in Bezug a/uf einen bestimmten LinearfaJdor von \ XA — B\, 

65. Wir wenden nun die Weierstrass'sche Reduktion in § 6 auf 
eine 8chaar symmetrischer büinea/rer Formen an. Alsdann wird in 40 
C^ XA — B eine symmetrische Form und wir können daher nach 
64 diese Form durch congruente, von X unabhängige Substitutionen so 
transformiren, dass in der Determinante der neuen Form die bei 
I A-4 — B I mit jS{ S" . . . S^*"^^ bezeichneten Subdeterminanten in Be- 
zug auf den Faktor (A — c) von \XA — B\ alle regulär sind. Diese 
Form bezeichnen wir wieder mit XA — B] sie ist ebenfalls symmetrisch 
(S. 29), so dass jetzt in § 6 

wird, was zur Folge hat, dass in den Gleichungen (7) imd (8) X^*^ 
und T^*^ dieselben Funktionen der Ui bez. Vi werden; dasselbe gilt von 
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Xjt/i und Yxß in 42 und, da nun die Substitutionen (19) und (20) in 
43 beide conffruerUe Transformatianen sind, auch yon 2«^ und Y^^ in 
43; wobei besonders zu beachten ist, dass die X«^ und F«, in (23) 
von l unabMngig sind, da das Gleiche von den congruenten Trans- 
formationen (19) und (20) gilt (64). Daher werden endlich in 45 
Xofi und Yofi dieselben Funktionen der Xi bez. y,; die SübstituHonen (S2) 
sowohl als (36) sind congruente Substitutionen y wenn X^f^ und Ya,i als 
zusammengehörige Yariabele aus den beiden Reihen von Yariabelen. 
Xoß und Yav (44, Schluss) aufgefasst werden. Es können daher durch 
congruente Transformationen A und B bez. in A und B in (36), und, 
wenn A und B belidnge symmetrische büinea/re Formen sind^ A und 
B in A und B in (45) transformirt werden^ vorausgesetzt^ dass 
\X^A + l^B\^ ist. 

Nun aei X^A + A^JB irgend eine ordinäre Schaar von quadratischen 
Formen, femer seien 

(a^ Ai + boJi^y*' (<y -« 1, 2, . . . m) 

die sämmtlichen ET ihrer Determinante; alsdann hat die Determinante 
der Schaar yon symmetrischen bilinearen Formen A^Pa + A^P» (Be- 
Zeichnung wie in 63) dieselben ET; daher können durch congruente 
Transformationen Pa und P» auf die Form (45) in § 6 gebracht werden. 
Indem wir Xi^ifi^ Xaii^^Yafi setzen (63), erhalten wir somit den Satz'*': 
15) Sind A und B ewei quadratische Formen von je n Yariabelen 
Xif...Xn, ist die Determinante \X^A + A, P | ^ 0, und sind 

(aalt + ^oXj^' (a-1, 2,...tw) 

ihre sämmtlichen ElementaHheüer, so "kann man durch eine lineare 
Substitution die Formen A und B gleichzeitig bez. in 

8 = 2*, (X,X,\ + g 2;(XaX„).a-t** 

transformiren, iw g\h beliebig, aber so zu wählen sind, dass 

\gA + hB\ -^1^0 

ist, und die VerhaUnissgrössen a^ \b„ so zu bestimmen sind, dass 

aag + bah^\ 

ist. 

Dabei hängen die Xa^ mit dem Xi nach (32) in § 6 durch lineare 
Gleichimgen von der Form 

• WeierBtrasB, BM 1868, S. 332 — 884 (Ges. W. Bd.n, S. 89— 41). 
•♦ Für 6(7 — l, ist (XffXa)«^— 1 gleich Null zu setzen; dies ist im Folgd. 
stets zu beachten. 
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znsammen^ ivo Ca und die C^of^ ((» » 1^ 2, . . . n) ganze Funktionen von 
aa, ha und den Koeffidenten der Formen A und B bedeuten. 

Stimmen non f&r zwei ordinäre Schaaren von quadratischen Formen 
die ET ihrer Determinanten überein^ so sind beide Sdiaaren einer und 
derselben dritten Schaar (6) äquivalent; daher sind sie unter sich 
äquivalent. Also ist die am Schlüsse von 63 ausgesprochene Behauptung 
bewiesen, und es gilt somit das Theorem:* 

XIL Zwei ordinäre Scbaaren quadratischer Formen von 
n Yariabelen sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die Elementartheiler ihrer Determinanten über- 
einstimmen. 

66. Die Schaar l^A + AfB in 48 (vergL Theorem IX) besitzt, wie 
wir eben gesehen haben, symmetrische Grundformen; die ET ihrer 
Determinante sind 

(aaAi + laX^f'' (<y « 1, 2, . . . w), 

wenn wir die aa\ha^ Ca so wählen, wie in Theorem IX ang^eben 
wurde. Lassen wir nun in A^A + A^B 

werden, so geht diese Schaar in eine Schaar von quadratischen Formen 
über, welche dieselbe Determinante hat, wie X^A + X^B (63); die 
Determinante dieser Schaar von quadratischen Formen hat also die ET 

(aaX^ + baX^yo (<y — 1, 2, . . . tn). 

Also gilt das Theorem** 

XIII. Wählt man in 

die positiven ganzen Zahlen 6^,...^»! und die Eon- 
stanten g\h, aa\ba beliebig aber so, dass bei ge- 
gebenem n 

^i + ^H Vem-^n^ 

öraa + A6ff-|-0 

ist, so besitzt die Schaar A^A + A^B quadratischer Formen 
von n Yariabelen "Kof^ die Elementartheiler 

{cLaX^ + 6<F A,)*tf (<J — 1 , 2, . . . w). 


** Weierstrass, 1. c. (vergl. auch Gundelfinger in Hessens Baom- 
geometrie, Leipzig (76), Suppl. IV). 

•• Weierstrass, BM 1868, S. 885 (G.W. Bd. 11, S. 41). 
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Die Schaar A^A + A^B ist zerlegbar , ihre Theile sind irreducibel 
(48^ Schluss), sie ist eine reducirte Schaar van quadratischen Formen^ 

Hervorgehoben werde noch^ dass allgemein Äne ordinäre Schaar 
quadratischer Formen eine elementare ist, wenn ihre Determinante einen 
einstigen ET besitjst. (Vergl. die eben dtirte Stelle.) 

Aus den Theoremen XII und XTTT folgert man den Satz (51): 

Damit sich zwei quadratische Formen A und B von je n Variabden 
durch dieselbe lineare Substitution auf die Gestalt 

A-aiX? + ajXJ + ... + a»X;, 

bringen lassen, wo aa\ba ((f » 1, 2 . . . n) nickt gleichzeitig NuU sind, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante \liÄ + l^B\ ^ 
ist und nur lineare ElementartheUer besitzt* 

Wir definiren jetzt den Begriff „Charakteristik einer ordi- 
nären Schaar von quadratischen Formen^' so, wie f&r ordinäre 
Schaaren bilinearer Formen in 49, und Jdassifkiren die Schaaren (Paare) 
quadratischer Formen, die Ton einer g^ebenen Anzahl Yariabelen ab- 
hangen, bei unbeschrankter Transformation der Variabelen genau so, 
wie es a. a. 0. geschah. Zu jeder Klasse yon Formenschaaren gehört 
eine gewisse Normalform j auf welche alle Formenschaaren derselben 
gebracht werden können. Für die Fälle n — 1, 2, 3, 4 ist die Zahl der 
Klassen aus 50 bekannt, man erhält die zu den einzelnen Klassen 
gehörigen Normalformen, indem man daselbst Xa^ *» f/a/i setzt. Man hat 
daher folgendes Schema: 

SlasBon der ordinSren Paare quadratischer Formen 
von n Variabelen bei unbeBCbriLnkter Transformation 

der Variabelen im Falle 

a) « =- 1. 

b) n - 2. 


2. [(11)]: 


3. [2]: 


«i(a^o+*»o)» 


* Weierstrass, BM 1868, S. 885 — 886 (Ges. W. Bd. II, S. 41—42). 
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c) n « 3. 
1 rilil- ^*^^'*' ^^«0+ ^^m 

2. [1(11)]: Noxmalform, wie c) 1, aber 64 »o^^ ^i^^,. 

3. [(111)]: „ „ c) 1, aber ai — Oj — a,, 

Jj =3 Jj — Jj. 

5. [(21)]: Normalform, wie vorstehend, aber di^o^, 6i— 6,. 

U. s. w .♦ 

67. Sind zwei ordinäre symmetrische Formenschaaren XiA + X^B^ 
l^A + iljB äquivalent, so stimmen die ET ihrer Determinanten über- 
ein (Theorem VIII), und sie sind daher stets auch congruent in dem 
Sinne, dass die eine in die andere durch congruente von X^ \ X^ un- 
abhängige Substitutionen übergeführt werden kann (65). Dieses wichtige 
Ergebniss der Untersuchungen von Weierstrass gilt aber auch, wie 
Eronecker*^ gezeigt hat, für singfdäre symmetrische Formenschaaren, 
d. h.^ sind zwei solche Schaaren äquivalent, also die Bedingungen des 
Theorems X erfüllt, dann sind sie auch im angegebenen Sinne con- 
gruent. Dass die f£lr die Aequivalenz im weiteren Sinne nothwendigen 
Bedingimgen auch fQr diese engere Art der Aequivalenz zweier ordinären 
oder singulären Schaaren von symmetrischen bilinearen Formen nofh- 
wendig sind, ist ja selbstverständlich, „dass sie aber auch hinreichend 
sind, ist von vornherein nicht zu erwarten und ist^, wie Frobenius 
mit Recht bemerkt,*** „eines der interessantesten Ergebnisse jener Unter- 
suchungen von Weierstrass und Eronecker^. Den inneren Grund 
dieser Erscheinung hat Frobenius aufgedeckt in seiner für die con- 
gruenten Transformationen fundamentalen Arbeit: Ueber die cogredienten 
Transformationen der bilinearen Formen.t Indem wir nachstehend 
seine ebenso einfachen, als eleganten Ausführungen wiedergeben, er- 
langen wir zugleich das Mittel, die langwierigen und ermüdenden 

• Killing, Der Flachenbüschel 11. 0., Inaug.-Diss., Berlin 1872. Die Normal- 
formen för den Fall n » 4 findet man auch bei Gundelfinger, Hessens 
Ramngeometrie, 8. Anfl. (76) Suppl. IV. 

** SB 1890, 8.1876 flg.; 1891, 8.9 flg. und 8. 88 flg. 

••* 8 B 1896, 8. 8. 

t 8 B 1896, 8. 7 flg. 
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^ Eronecker'schen Entwickelimgen* YoUstandig zu umgehen; wir be- 
dienen uns dabei der in § 2 gebrachten symboliflchen Bechnung mit 
Formen. 

Die symmetrische bilineare Form von 2n Yariabelen Ä gehe durch 
die Substitutionen P, Q in die symmetrische Form B Über; es sei 
also symbolisch (11) 

(7) B-^PÄQ. 

Bildet man hier rechts imd links die conjugirten Formen^ so kommt (U^ 5) 

B - Q'äP\ 
da B' =^ Bj J!^ A yorausgesetzt wurde. Es ist also 

PAQ^Q'AP\ 

woraus 

(e'-ip)^ = ^(P'e-i) 

folgt (12). 

Setzen wir nun 

g'-ip-j7, P'^-i-D", 

so haben wir die Gleichungen 

UA^Air, 

TPA^{UÄ)W''{ATr)Tr^Air\ 

allgemein also, wenn Tt eine ganze, positive Zahl, 

J7*^-ilCr*; 
daraus folgt, dass für eine beliebige ganze Funktion %(JJ) Ton TJQly 4) 

(8) x{U)A-^Axiir) 

ist. Wir wollen die Form %{]!) bo gewählt denken, dass 

Z(l7)|-h0 


ist. Dann folgt aus (8) 

so dass wegen (7) 

oder, wenn wir 

setzen, 

B = SAB 

wird. Damit nun 8 und ü congruente Substitutionen seien, haben 
sie die Bedingung 8^B^ za erfUlen (13), d.h. es muss 

* Nicht nur die a. zuletzt c. 0., sondern auch diejenigen in BM 1874, 
S. 397-447 (ö. W. Bd. 1, S. 424—468). Vergl. § 10. 
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%(U)-Vü 

Bein (19). Denken wir umgekehrt unter den Quadratwurzeln aus 27* 
eine bestimmte ausgewählt und bezeichnen diese ganze Funktion yon U 
vorübergehend mit F. Unter den Wurzeln yon TP ist dann sicher 
eine, die gleich F' ist (19), so dass wir, wenn wir unter yW gerade 
diese ganze Funktion yon TT verstehen, 

oder __ 1 

r-(P'ö-')^ 

setzen dürfen. Dann wird aber für ü» F'Q oder 

(9) E'AB^Q'VAV'Q. 

Nun gilt aber die Gleidiung (8) für jede ganze Funktion von 
U, insbesondere also auch f&r F, d.L es ist 

VA^AV', 
dadurch geht (9) in 

R'AE - Q'A V'*Q = Q'AÜ'Q 
über, da V* — CT' ist Daher wird 

B'AR - Q'AFQ-^Q~ Q'AF'-B, 

B - B'AB-, 

nun ist aber | JS| ~ | F'|-| Q|- ± | {Ti»-] ^1 ^ac^ <^l«ioL (35) in 20 
oder es ist , . ,^ 

\B\~±\B\^-\Q\i-±y\P\-\Q\^Q, 
d. h. 

16) Kamn man eine symmetrische Form A in eine ä^ensölche Form B 
durch irgend ewei SubsHMionen P, Qj deren Modtdn nicht NüU sind, 
transformiren, dann kann man stets OAich cangruente Substituiionen R\ R 
mit nicht verschwindenden Determinanten angAen, welche A in B Über- 
führen. 

Das Interessante dabei ist, dass R von den Substitutionen P und 
Q allein abhängt, nicht aber von A oder B. Sind daher A^, A^, A^^ . . . 
mehrere symmetrische Formen derart, dass 


• Es ist I Cr| = | g'-i I . |P|«1^=:JL^L weder NuU noch unendHch. 

VI I V I 
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ebenfalls symmetrische Formen sind^ so ist 

PA^Q^E'A^Ry PA^Q^R'A^B, PA^Q^ RA^R,. . . 

und somit f&r beliebige X^, X^, ^s; - • ' 

P{X^A, + X,A^+ l^A^+ '")Q ^ R\l,A, + X^A^ + X^A^ + "')R 

Insbesondere bat man ftlr Formenscbaaren den Satz: 

17) Sind ewei Schaaren von symmetrischen büineare Formen äqui- 
valent j so sind sie stets cMch — im oben angegebenen Sinne — congruent. 

Damit ist das Weierstrass'sche Resultat auf einem zweiten Wege 
und das Eronecker'sche neu hinzu gewonnen. 

Um die congruenten Transformationen zu finden^ welche eine 
ordinäre Schaar XiA + X^JB yon symmetrischen bilinearen Formen in 
eine äquivalente ebensolche Schaar il^A + il,B überfahren, mussten bei 
Weierstrass von Tomherein die ET, also Irrationalitäten, eingefEQirt 
werden (§ 6 u. 65). Bei der eben geschilderten Methode von 
FrobeniuB liegt die Sache anders. Man kann nämlich zunächst auf 
ratianciem Wege aus den KoefiELcienten . der Grundformen der äqui- 
yalenten Schaaren XiA + X^B und Jl^ A + ^ B Substitutionen P, Q be- 
rechnen, welche J. in A, £ in B überffihren (39); aus diesen Sub- 
stitutionen werden dann, wie vorstehend beschrieben, congruente Sub- 
stitutionen jB', R berechnet. Bei der Bestimmung von R muss eine 
algebraische Gleichimg gelöst werden (18, 19), es sind also auch hier 
naturgemäsB Irrationalitäten unvermeidlich, aber der besondere Yor- 
theil der hier entwickelten Methode besteht darin, dass diese un- 
umgänglichen irrationalen Operationen erst am Schlüsse der ganzen 
Rechnung auszuführen sind.* 

Aus Theorem VIII in Verbindung mit dem Satze 17) folgert man 
direkt — ohne eine reducirte Schaar zu Hilfe zu nehmen — das 
Theorem XII. (Yergl. den Beweisgang in 65.) 

Nunmehr soll der Satz 17 f&r die singulären Schaaren qua- 
dratischer Formen in Anwendung kommen. 

68. Wir denken uns nun bei der Reduktion einer singulären 
Schaar in § 8 eine symmetrische Schaar X^tp + X^'iff zu Grunde gelegt. 
Der Rang ihrer Determinante sei wieder r. Die n — t Minimalgrad- 
zahlen mi stimmen mit den n-^t Minimalgradzahlen nii überein (63). 
Jeder elementaren Schaar (21) in der reducirten Schaar ist daher eine 
elementare Schaar (23) zugeordnet, wenn wir m« » m«, also e« » S 
nehmen. Betrachten wir zwei derart zusammengehörige Theilschaaren 

• FrobeniuB, I.e. 8.9. 
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zweiter Art, so haben dieselben, wenn wir den Index x als momentan 
überflüssig weglassen, und m^ für c2 — 1 « i« — 1 schreiben, die Gestalt 

Xxi^^n^i-^:^^^^^ -+zs»-ir8), 

Ai(li>Y;j+z?n-i+---+xs,«ir?)+A2(:^rÄ-i+x2n-«+-- 

Wir betrachten nun die Summe dieser beiden Schaaren; sie ist yon 
2m + \ Yariabelen X und ebensoviel Yariabelen Y abhängig; ihr 
Eoejfficientensystem ist vom Bange 2m (22, Satz d, 59) und besitzt 
keine ET (Theorem YII, 59). Diese Summe bleibt femer ungeändert, 
wenn man die im Folgenden unter einander stehenden Yariabelen 

r"~o vo yo xro 

yertauscht. Analoges gilt für je zwei andere zusammengehörige 
Theilschaaren zweiter Art. Die Theilschaaren (25) erster Art aber 
bleiben bez. ungeandert, wenn man X«,^ und Yofi vertauscht. JEs wird 
(üso die redudrte Schaar symmetrisch, wobei XS^ und YS/i, XSfi und 
Z^^, Xffft und Yofi bez. als zusammengehörige Yariabele zu betrachten 
sind. Nach tmserem Satee 17) kann man also die singulare symmetrische 
Schaar in ihre redudrte Schaar durch congruente von X^ \ A, unabhängige 
Substitutionen Oberfuhrenj deren Moduln nicht NuU sind. 

Da hier femer m »m,*, also n^^n? ist (S. 110), so ergiebt sich 
wegen na » 2ea die Gleichung (30) als 

2^n$+2^ea''2n 

oder *^^ ^^ 

(10) w? + «J + --- + n?+ei + 6,+ --- + Cp«n, 

wo < « n — T. 

69. Es sei jetzt eine singulare Schaar quadratischer Formen 
X^Ä + X^B von n Yariabelen Xi, x^j . . . Xn gegeben, t der Bang ihrer 
Determinante, n — r » ^; m^, m^, , . . mt seien die Minimalgradzahlen 
dieser Schaar und 

(aaXt + baX^y^ ((f-=l, 2,...p) 

die ET ihres Koefflcientensystems. Alsdann besitzt, wenn, wie in 63, 
Pa die Polarform von A u.s. w., die singulare symmetrische Schaar 
XiPa + X^Pb von bilinearen Formen die Minimalgradzahlen 

m^j m^y . . . mtf m^, m^^ . . . mt 

und ihr Koefßcientensystem die eben aufgeführten ET (S. 119—120); die 
Eronecker'sche reducirte Schaar ist dann ebenfalls synmietrisch, und 
man kann X^Pa + X^Pb in dieselbe durch congruente Transformationen 

Math, Elementartheiler. 9 


180 § ^1 «ö- 

S,\ B f&r die Xi bez. yi überf&hren^ die so beschaffen sind, dass die 
^fi, ^/i, ^/i bez. dieselben Funktionen der Xi, wie die 7S/<> 7S^^ 
Ta^ der jfi werden (68). Lassen wir jetzt y^ mit Xi (i — 1, 2, . . . n) 
zusammenfallen^ so stimmt jedes Y mit dem entsprechenden 2 überein^ 
Pa geht in Ä, Ph geht in B und die reducirte Schaar in eine Schaar 
Ton guadratischen Formen der Yariabelen X über, die wir mit 
;i^ A + A, B bezeichnen wollen. Die gegebene Schaar kiÄ + Ji^B von 
quadratischen Formen kann also durch eine lineare, yon A^ | A, unabhängige 
Substitution B' in diese Schaar A^A + A^B transformirt werden, deren 
Gestalt wir uns jetzt naher betrachten wollen. 

Lassen wir in der angegebenen Weise die Y mit den X zusammen- 
fallen, so erhält man aus einer Theilschaar (20) in 59 eine Schaar 
erster Art 

(11) \ )zL i 

die Eonstanten g \ h sind willkürlich, aber so gewählt, dass der grösste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten t**'^ Grades Ton 
\XiA + X^B\ nicht Null wird f&r A^ «- 9, A, » h, die Yerjiältnissgrössen 
aa I K so bestimmt, dass ^^^ + 6^Ä = 1 

ist. 

Die Theilschaaren zweiter Art ziehen sich paarweise zu Schaaren 

isteeiter AH 

3?-Ax(xs.^.«.^.+...+z5,,„^z2o+^2oX2,m, +-.-+^,«,^iX;o 

+ Aj(XSo-X5,m,— !+• • •+-Xx,fl,j^i25o+^o-XS,n,^— iH — -f-X;,n,^_iXSo) 

oder 
(12)l5-A,22X;^^.+A,2'2X;.^»iX;.(ft-l,2,...mx5f»+v»m^ 

zusammen (yergl. 68); m^ ist grösser als Null. 

Fassen wir die seitherigen Ergebnisse kurz zusammen: 

Sind M^, M^y . , .mt die zu einer singulären Schaar A,^ + A,^ von 

quadratischen Formen von n Yariabelen gehörigen Minimalgradzahlen, 

sind ferner (o„A, + 6,A,)*«' (*-l,2,...p) 

die sämmtlichen Elementartheiler ihres Eoefficientensystems, so kann 
man dieselbe in eine äquivalente Schaar 

(13) B^^n + ^Ta 

umformen, wo fBr m,c — 0, T2 = zu setzen ist, wo femer die 
Konstanten g\h willkürlich, aber so gewählt sind, dass der grösste 
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gemeinsame Theiler aller Determinanten (n — ^ -= r)**** Grades des 
Eoefficientensjstems von X^Ä + X^B fQr 

nicht Null wird, und die Yerhältnissgrössen aa\ba der Gleichung 

€ia9 + bah «=»1 ((J =- 1, 2, . . . jp) 

entsprechend gewählt sind * 

Da die Schaar A^Pa + A^P^ die Minimalgradzahlen 

Uli, . . • 91t/, ^i; * * * ^O 

WO mx « iwx, besitzt und ihr Koefficientensystem dieselben ET, wie 
das der Schaar X^Ä + X^JB (63), so besteht nach Gleichung (10) in 
68, wenn wir 

(14) w2«2m, + l (x = l,2,...0 
setzen, die Gleichung 

(15) nl + ni + '" + ni + ei + eft + \-€p^n**^ 

Wir bezeichnen die durch (14) definirten ungeraden Zahlen als die 
Eronecker'schen Invarianten der singulären Schaar von quadratischen 
Formen XiA'\-X^B (des Formenpaares A, B)] den Elammerausdruck 

[K, nS, . . . n?} (e,,... )...(«.,...)] 
(vergl. 62) nennen wir die Charakteristik der singulären Schaar qua- 
dratischer Formen XiÄ + X^B (des singulären Formenpaares Ä^ JB). 
Eine singulare Schaar quadratischer Formen isf dann und nur dann 
irredüdbd, wenn sie eine einzige Kronecker' sehe Invariante, ihr Koeffi' 
dentensystem aber keinen ET besitzt. 

Das Auftreten von a Eronecker'schen Invarianten n »1 besagt, 
dass die Schaar B nur von n — a Yariabelen X abhängt; eine Schaar 
li in B hängt von ni Yariabelen X ab (68), eine Schaar Ta von 6^; 
hieraus erschliesst man direckt die Richtigkeit der Gleichung (15). 

Tritt bei geradem n nur eine Zahl nl auf, so kann diese höchstens 
gleich n — 1 sein, und es tritt dann noch ein ET auf; man hat 

«?=«n — l = 2»ii + l, 

n — 2 

Tritt bei ungeradem n nur eine Zahl n^, auf, so ist diese höchstens 
gleich n, in welchem Falle kein ET auftritt; man hat dann 

Wi «=n = 2wi+ 1, 

n-i 
^1 5 — 


* Kronecker, SB 1891, S. 34— 86. 
*• Kronecker, 1. c. S. 41. 
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Eine Theilschaar j^ zweiter Art der zerlegbaren Schaar 22 ist 
Ton 2mx + 1 Variabelen X abhängig, ihr Bang ist 29itx; also sind die 
Ableitungen derselben nach den X durch eine Gleichung verknüpft^ 
die in A^jA, vom Grade m» ist; ET besitzt das Eoefficientensystem von 
Ti keine. Dieses entnimmt man unmittelbar aus 59, wenn man vorher 
zur Polarform von Ti übergeht. Die Schaar TS ist mithin eine 
elementare Schaar; das Gleiche gilt von jeder Theilschaar T^ in i2 
(48; Schluss). Also ist R eine redudrte Schaar von quadratischen 
Formen, 

70. Stimmen für zwei singulare Schaaren von quadratischen Formen, 
die von je n Variabelen abhängen, die Minimalgradzahlen m^, m^^ . . .mt 
und die ET (aali + haX^y<f (tf « 1, 2, . . .^) ihrer Eoefficientensysteme 
überein, so sind dieselben zu einer und derselben reducirten Schaar R 
äquivalent (69), mithin auch unter sich. Also: 

XIV. Zwei von gleichvielen Variabelen abhängige singulare 
Schaaren von quadratischen Formen sind dann und 
nur dann äquivalent, wenn die Minimalgradzahlen der- 
selben und die Elementartheiler ihrer Eoefficienten- 
Systeme übereinstimmen.* 

Wählt man bei der Bildung einer singulären, von n Variabelen- 
paaren abhängigen Schaar, welche vorgeschriebene Invarianten 

besitzt (S. 111 — 112), die Zahlen ni und nS so, dass 

also -'-< 

(16) n?+ ♦»?+.. . + n? + ei+6g + --- + Cp = n 

mrd, so erhält man eine symmetrische Schaar R (68); durch lieber- 
gang von R zu einer Schaar quadratischer Formen (indem man 

Xo = V 

u. s. w. werden lässt) erhält man alsdann eine Schaar, welche von 
n Variabelen abhängt, singulär ist imd die Minimalgradzahlen %, ... m^ 
besitzt, deren Eoefficientensystem femer 

(aaXi + boX^yo (tf - 1, 2, . . . p) 
zu ETn hat. Also: 

Man denke sich die Gleichung (16) in positiven, ungeraden 

Zahlen n% und in positiven Zahlen Ca gelöst; dabei müssen die Zahlen n% 

wirklich auftreten, während die Zahlen Ca in einer Losung fehlen 

dürfen. Ist dann durch die Zahlen 


* K r n e c k e r , S B 1891 , S. 38 flg. Die Transformationen , welche eine singulare 
Schaar in eine äquivalente überfuhren, bestimmt man nach 89 und 67. 
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eine solche Lösung der Gleichung (16) gegeben^ und man bestimmt 
zu diesen Zahlen n^ durch die Gleichungen 

n2-2wx+l (x = l,2, ...0 
neue Zahlen m^, m^, • . . ntty wählt dann in (13) S. 130 für die mx,.ea 
diese Zahlen 

setzt für «»x >=> dabei Tx » 0; wählt femer die Konstanten g\h, aa\ba 
beliebig, aber so, dass 

gaa+ hha ^0 (tf « 1,2, . . . j?) 

ist, so besitzt diese Schaar (13) quadratischer Formen von n Yariabelen 
die Minimalirradzahlen «» «^ «m 

und ihr Eoefficientensjstem die ET 

(aali + baX^yo (tf - 1, 2, . . . j?). 
Mit anderen Worten: 

XY. Man kann bei gegebenem n singulare von n Yariabelen 
abhängige Schaaren quadratischer Formen bilden, 
welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen haben und 
deren Eoefficientensysteme vorgeschriebene Ele- 
mentartheiler besitzen. 

Auf Grund dieses Theorems Massificirt man die singulären 
Schaaren (Paare) quadratischer Formen, die von gleichvielen Yariabelen 
abhängen, in der wiederholt beschriebenen Weise (49, 62). Was die 
Aufstellung der zu den einzelnen Klassen gehörigen Normalformen 
anbelangt, so gelten hier analoge Bemerkungen, wie S. 114—115. Für 
n = l, 2, 3, 4 können wir die Normalformen direkt aus 62 ent- 
nehmen, indem wir die Entstehung der reducirten Schaar R dieses 
Paragraphen aus der gleichbenannten in § 8 im Auge behalten. Wir 
finden so folgende 


Elassen der Bingolären Paare quadratisoher Formen 
Ton n Yariabelen bei nnbesoliränkter Transformation 

der Yariabelen im Falle 

a) n = 1. 

b) w - 2. 

1 rfi)ll(^^® Normalformen sind identisch mit denjenigen für 
g^ . . I die Formenpaare, die von je einer Yariabelen abhängen 

^- *"M(66,a),l, 70,a),l). 
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1 (sl- '' '"' 


2:««>P c)n-3. 


2. [{i}ii] 

3. [{1 1(11)] 

4. [{1}2] 

5. [{11} 11 

6. (in) J 


Die Nonnalforinen sind identisch mit denjenigen fSr 
die Klassen von Formenpaaren, die von je zwei Yariabelen 
abhängen, und zwar stimmen die Normalformen ftlr die 
linksstehenden Klassen 2 — 6 der Reihe nach bez. mit 
denjenigen für die Klassen mit den Charakteristiken [ii], 
[{")], [2], [{i}i], {11} überein. 


n = 4.* 

2. {31}, 3. [{1)111], 4. [{i}(ii)l], 5. [{i}(iii)], 6. [{i}2i], 7. [{i}(2i)], 
8. [{i}8], 9.[{ii}ii], 10. [{11} (11)], ll.[{ii}2], 12.[{iii}i], 13.{iili}. 

Die Normalformen dieser letzten 12 Klassen sind identisch mit den- 
jenigen für die Elassen von Formenpaaren, die von je drei Variabelen 
abhängen, und zwar stimmen dieselben der Reihe nach mit denen für 
die Klassen mit den Charakteristiken {d}, [iii], u s.w. überein. 

Nachdem wir unter I die Hauptfragen über die BeduMion, Aequi- 
vcUenz und Klassifikation der Schaaren quadratischer Formen dadurch 
beantwortet haben, dass wir von Schaaren bilinearer Formen all- 
gemeiner Art zu solchen mit symmetrischen Grundformen und dann zu 
Schaaren quadratischer Formen übergingen, wollen wir uns nachstehend 
mit Formenschaaren beschäftigen, welche entweder eine symmetrische 
und eine aitemirende oder zwei altemirende Grundformen besitzen. 

IL 

71. Der Satz 16 in 67 gilt nicht blos für symmetrische, sondern 
auch für altemirende Formen. Denn sind daselbst A und B alter- 
nirende Formen, so folgt aus der symbolischen Gleichung (7) 

B^PAQ 
od» -S-«'(-^)P' 

B^Q'AP', 

wie in 67; daher bleiben auch die weiteren Entwickelungen daselbst 
für altemirende Formen giltig. — Sind also ^j, A^^ -^^ • • • mehrere 

• Killing, a. S. 190 u.O.; Clebsch-Lindemann, Vorl. u. Geom. Leipzig (91) 
Bd. n S. 236. Der strenge Nachweis für die Vollständigkeit der daselbst auf- 
gestellten Paare wird erst durch die citirten Arbeiten Eronecker^s in SB 1S90 
und 1891 erbracht. 


Symmetrische und altemirende Fonnen. X35 

theils symmetriscliey theils altemirende Formen^ und gehen diese 
Formen durch dieselben Substitutionen Py Q in Fonnen PA^ Q, PA^ Q, 
PA^Qy . . . über, die ebenfalls symmetrisch bez. altemirend sind, so kann 
man Substitutionen JR',i2 berechnen derart, dass bei beliebigen Werthen 
von X^y Xf, A3, . . . symbolisch 

ist. Insbesondere hat man den Satz über Formenschaaren: 

18) Sind zwei äquivalmU Formenschaaren X^A^ + X^A^, k^B^ + X^B^ 
beide symmetrisch oder beide äUemirend*, oder sind ihnen A^ imd B^ 
symmetrische, A^ und B^ altemirende Formen*^, so sind die Schaaren 
stets aiwäh — im S, 126 cmgegebenen Sinne — congruent. 

Diesen wichtigen Satz brauchen wir zur Ableitung eines Fundamental- 
satzes über congruente Formen in § 10, woselbst auch das nun zu 
beweisende Theorem XYII über die ET des Koefficientensystems einer 
Schaar X^A-^- X^B bei symmetrischem A und altemirendem ^B zur 
Anwendung gelangt. Der Beweis dieses Theorems XYII stützt sich 
auf einen von Stickelberger gefundenen Satz, der an dieser Stelle ge- 
geben werden möge. Wir bedienen uns im Folgenden wieder der 
symbolischen Rechnung mit Formen (§ 2). 

Der Satz von Stickelberger lautet so: 

XYI. Sind A und B zwei bilineare Formen von je 2n 
Yariabelen a;„...a;», J/i, ...y«, ist die Determinante 
\kA'^B\ nicht identisch Null und A»c eine Wurzel 
der Gleichung |A^ — B|-=»0, sind ferner 

a-c)% (A-c>,... 
die sämmtlichen zur Basis X — c gehörenden Elementar- 
theiler von \XA'-B\ nach abnehmender Grösse der 
Exponenten geordnet, und man entwickelt (A-4. —jB)""* 
nach steigenden Potenzen von X — Cy so beginnt die 
Entwickelung mit einem Gliede von der Gestalt 

(16) H{X - c)~S 

wo H eine bilineare Form bedeutet; ist der Rang 
von \H\ gleich r, so ist 

Cl =-€,= •••« Cr > Cr+1.*** 

• Frobenius, Crelle'a Joum. (79) Bd. 86, S.168; SB 1896, S. 18— 14. 
** In diesem Falle kann man Satz 18) auch aus einem Satze von Eronecker 
folgern, den wir in § 10 beweisen werden (vergl. daselbst Satz 19). 

*» Stickelberger, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S.20flg., Satz Vm. Obiger 
Beweis rührt her von Frobenius, Briefliche Mittheüung vom 21, Juni 1898, 
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Beweis, Dass die Entwickelung von {XA— JB)— ^ mit einem Gliede 
von der Gestalt (16) beginnt^ ergiebt sieb aus der Definition der ET 
und Gleicbung (7) in 5.* Setzen wir nun 

C ^ x^y^ + x^yf^+ Vxn-iynj 

so ist (symbolisch) 


C» = 0. 

Der Rang von | C^—^ \ ist gleicb Eins. 

Es seien jetzt a, &, c . . . ganze positive Zahlen Q> 0), sei femer 


und 


C2 = a;a + iya4-«+ ^a4-2ya+8+ + O^a 4-6 — 1^0 +6; 

Cs«« a?a + ft + iya4-6 + 2 + Ä?aH-64-2ya4-6 + 8+*'*+ÄJa4-6 + <!— iya + 64-c; 


(17) 


E, 
E. 


^yi + ^2y2 + +Xaya, 

^a + iya + l+ a:o-|-2ya + 2+ + Xa + bya + b9 

a^a + ft + iya + fr + l + ^0 + 6 + 2^0 + 6 + 2-1 h ^a + & + <J ya + 6 + c> 


und zwar werde Cjt^O gesetzt, wenn Ek nur aus einem Gliede Xtyt 
besteht. Ferner bedeute Cq eine bilineare Form der Yariabelen 

Xt + if y,+i,-"rr„, y«, 
welche nicht in E^^^ E^^ E^, . . . auftreten; diese sei ganz beliebig, 
aber so gewählt, dass | ^o I ^ ^ ^^^ Endlich sei noch 

-Bo — a;,+iy,4.iH \-Xnyn] 

wenn s <=» n ist, denken wir C^^ E^^O gesetzt. Man hat die Gleichung 

(18) E^E^ + E^+'-' + Eo^ 

1. Wir betrachten jetzt die specidle Form 

(19) B»Ci+C,+ ... + Co 

und nehmen weiter spedeU Ä^ E. Die Form XE — B ist dann eine 
in die Theile 


♦ Vergl. auch Artikel 42. 
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zerlegbare. Die ET von | XE^ — Ci |, | lE^ - C^\, \ XE^ - C; |, . . . sind 
bez. X^y X^ f X% . , r^ \XEq-' Cq\ besitzt keinen zur Basis X gehörigen ET, 
da I Co 14=0 ist. Also sind A«, A*, X%... die ET von \XE'-B\ in 
Bezug auf die Basis X (Theorem Y in 33, 34 Sdüuss). Nach 22 ist 
femer • 

(20) B»«c;+c|+--- + cj, jB»=c;+c|+--- + cs,... 

Wenn wir nun, was gestattet ist, voraussetzen, dass a ^ 6 ^ c ^ . . . 
ist, so ist nach dem zu Anfang des Beweises Ausgeführten 

und somit wegen (20) 

(21) B^ - CS, J?«+i - C«+S .... 

Femer hat man nach (29) in 17 


TP r* f>^ /^6— 1 




Durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich mit Bücksicht auf 
(18), (19), (20) und (21) 

{XE^- C,)-^+ (XJ?, - C,)-^+ ... + (Z£'o- Co)-* 

"" X + i» "T- i» H *" X« X"+* x*+* "^ 
Nun ist aber nach (29) in 17 

(;i£-B)-^-f + ^, + |* + - 

und somit 

(22) (Xi;,-Ci)-*+(2JE;,-C,)-* + ... + (AJE;o-Co)-*-(AJ5;-B)-^ 

Femer wird, da a^ft^c^--* vorausgesetzt wird, nach (16) 
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Sind daher die r ersten Zahlen a^ &, c, . . . gleiä\> und grosser als die 
(r + l)**, so wird nach Gleichung (22), wenn jedes Glied links nach 
steigenden Potenzen von X entwickelt wird. 

Jeder Theil der zerlegbaren Form S. hat eine Determinante vom Bange 1 
(siehe oben); daher ist \Il\ Yom Range r; ist umgekehrt |£r| vom 
Bange r, so müssen die r ersten Zahlen a^hy c,. . . gleich und grösser 
als die (r+ !)*• sein. Damit ist unser Satz XVI für A^Ej das durch 
(19) definirte B und für die Basis X bewiesen. 

2. Nun sei allgemeiner in lÄ — B 

Ml + O, |B| = 0; 
zur Basis X sollen die ET 

von I Jl ^ — ^ I gehören, wo a ^ 6 ^ c ^ • • •; wählen wir nun oben die 
Form Cq so, dass die ET von {XE^— Cq\ mit den nicht zur Basis X 
gehörigen ETn von XÄ— B übereinstimmen, was wir nach dem 
Theoreme IX stets können,* wählen wir femer oben für a, ft, c, . . . 
diese Zahlen a, &, c, . . ., so besitzt die Determinante \XE — B\j wo 

diesdben ET, wie \XÄ — B\ (Theorem V);* es giebt daher nach 
Theorem YIII lineare Substitutionen P, Q, deren Eoefficienten von X 
unabhängig sind, derart, dass 

XE- B^P{XA'-B)Q 

ist; hieraus folgt nach Gleich. (20) in 12 

{XE'-B)-^^Q-H^A-B)-^P-'^ 
oder, wenn 

(2^- 5)-i« -§+..., a^--B)-^-^ + ---; 

hieraus folgt aber, da Q'^^, P""* von X unabhängige Formen sind, 

Da I ^""^ I und | P~* | von Null verschiedene Determinanten sind, so ist 
H\ vom selben Bange, wie \H\ (vergl. Art. 24). Ist daher \JS\ vom 


* Denn setzt man im Theoreme Z^ » )l, A, = — 1, a^ = 1, 5a = Cai ^ »= 1 , A =» 0, 

80 besagt dasselbe, dass | XA— B | die ET (Z — Ca)'«^ (tf » 1 , 2, . . . m) besitzt; die 

Form A ist aber von der Gestalt x^yi '\- x^y^ -{ h ^i^nt ^^ ^^^b durch passende 

ümbezeichnung der X^ , T^^ ergiebt (77). 
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Range r, so ist auch { H\ vom Bange r, \ XE—B\ hat den ET iU genau 
rmal nach dem oben unter 1. Gezeigten^ und somit hat auch {XA—B] 
diesen ET X^ genau r-mal. Bomit ist Theorem XVIcMch für\A\^0^ 
I J? I » v/nd die Basis X beunesen. 

3. Nun sei endlich IXÄ-^BI =|= 0, und zur Basis {X^c) mögen 
die ET (A — c)% (2 — c>, . . . gehören, wo 

sei. Femer sei 

(23) (XA-B)-^ = H{X - c)-^ + J{X - c)-^+i + ... 

und |jEr| vom Bange r. Ist dann X^g keine Wurzel der Gleichung 

\XA-S\^0, 
und wir setzen (37) 

(24) A-c+^''-^>*' 


oder 


-i'+i 


(25) A'- jEJ' 

so wird 

XA-B-^jj^ [l'igÄ -B)- (cA - B)], 

oder fQr _ _ 

gA — B — A, cA — B — B, 

XA-B^jl^iX'Ä-B). 

Wir fahren nun in (23) die Substitution (24) fOr A aus. Dann er- 
halten wir, da in Folge der letzten Gleichui^ 

{XA-B)-^ - (rj:_5)-^(p^)~- {i!Ä-B)(i!- 1) 

•st, _ _ TT 

iX'- l)(i!A-B)-^ - j^ . A'-*(i_ A')'.+ •••; 

entwickelt man daher {X'A — JB)^^ nach steigenden Potenzen von X'^ 
so hat diese Entwickelung die Gestalt 

(A'j-5)---(^A'-'.+ " 

Die Determinante \X^A — B\ besitzt die zur Basis X^ gehörigen ET 

A'*, Z's 2'*^. • . 

(37), wobei e^^c^^e^'^"-, \A\ ist nicht Null, aber |J?|, der Bang 
von |£r| ist gleich r; daher ist nach dem oben unter 2) Bewiesenen 

Damit ist das Theorem XVI allgemein bewiesen. 
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72. Wir wenden uns nun zum Beweise des schon erwähnten 
Theorems XVII von Kronecker:* 

XYII. Ist S eine symmetrische, Teine alternirende bilineare 
Form von 2n Yariabelen, so treten im Eoefficienten- 
systeme von l^S+X^T die Elementartheiler von der 
Gestalt ilj* und A|*+* stets paarweise auf. 

1. Sei 1 1 1 — 0, aber zunächst | A^S + A, T| =^ 0. Die zur Basis 
A^ gehörenden E T der Determinante \k^S + k^T\ mögen die Exponenten 
e^f e^f ... haben, wo ^ >^^ 

sei. Dann besitzt die Determinante IkS— I\ die ET k% A% . . . (37). 
Nach steigenden Potenzen von A entwickelt sei 

(26) (AS - I)-i « jffA-*» + . . • 

Geht man rechts und links zur conjugirten Form über, so wird mit 
Rücksicht auf Gleichung (18) in 12 

(AiS + T)-^ - fl' A-*i + . . . ; 

setzt man hierin aber A A, so erhält man 

(27) (AS - r)-i - ^ A— (- l)*+i + . . . 

Aus (26) und (27) folgt 

^'«(-l)#i+iÄ 

Ist daher e^ gerade, so ist ff ^~- Hy H also alternirend, der Rang 
r von 1^1 eine gerade Zahl (9, Satz c); es ist aber 

nach Theorem XVI. Also treten die El A? von \Xß + k^l \ in 
gerader Zahl auf. Es ist noch nachzuweisen, dass auch die übrigen 
zur Basis A^ gehörenden ET von der Gestalt 7?^ paarweise auftreten. 
Dieser Nachweis wird gleich erbracht werden, vorher sei 

2. |S|»0, |AiS + A,T 1=1=0, und die zur Basis A, gehörenden 
ET gleich A}, AJ«, . . ., wo Ci>Ci> •••• Dann besitzt lAT— S| die 
ET A*', A% . . .; man hat analog 1) 

(AT-iSf)-! =if A-'«+..., 

(AT-S)'-i-Ä'A-*t+..., 

(--AT-S)-i «jff'A-*»+... 

(AT--S)-^ -Ä'A— t(-l)% 
fl'«(-l)*.Ä 

• Kronecker, BM1874, S.441 (G. W.Bd.I, S.477). Vergl. auch Stickel- 
berger, Grelle's Joum. (79) Bd.86, S. 42— 43. Obigen Beweis gab Frobenias 
(Briefliche Mitthetlung vom 21. Juni 1898). 
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Ist daher e^ ungerade, so ist H alternirend^ |£r| von geradem Range 
Ty also wegen Theorem XYI 

WO r eine gerade Zahl. Also treten die ET AJ von \kiS + k^I\ in 
gerader ZaM auf. Auch hier ist der Nachweis zu erbringen^ dass 
auch die übrigen ET von der Gestalt A|*+* stets paarweise auftreten. 

3. Wir sahen imter 1) und 2), dass bei geradem e^ (ungeradem e^ 
neben jedem ET AJ (Aj) von \Ji^S + k^T\ ein zweiter ET Aji (AJ) 
auftritt. Es fragte sich, ob alle ET von der Gestalt X\* und A|*+i 
paarweise auftreten. Dieses ist der Fall und zwar auch dann, wenn 
\k^S + k^T\ = ist. 

Sei, wie bisher S'^S, P T, aber | A^iS + A^ r| = und r der 

Bang dieser Determinante; q sei eine positive ganze Zahl < r; der 
grösste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten q*^^ Grades von 
\l^^8 + X^T\ enthalte A^ zur Potenz lg* (Bezeichnung also jetzt wieder, 
wie in 4 flg.), sei femer 

so dass also jetzt 

Cr ^ Cr_l > • • • 

ist. Wir setzen nun voraus, dass für ein q < r — 1 die Ungleichung 

e^+i > e^ 

besteht, und zeigen, dass es alsdann eine in Bezug amf A^ reguläre 
Hauptunterdetermimmte q*^ Grades von {X^S + X^T\ gid>t. 

Bezeichnen wir nämlich, wie in 4 flg., die Determinante | A|/S + A, 2 { 
mit \aik\ und verstehen in 9 unter Q und 22 speciell zwei Deter- 
minanten Q^^ Grades 

Q- 


Onv 

(x —= Xj, Xg, . . . x^5 

V-Vl, 

Vj,. 

' • V?); 

ClfiX 

(ft-vi, vg, ...v^; 

A = x„ 

^9 ' 

• • ^g) 

ir an. 

dann wird daselbst 




Öx2 

(x «= Xi, Xj, . . . x^; 

A«Xi, 

Xj, . . 

. x^). 

a^y 

(ft-^i/i, V8,...v^; 

V v^, 

1/,,.. 

• ^?); 


P und S sind also dann Hauptunterdeterminanten. Nun sei Q in Bezug 
auf A^ regulär, enthalte also A^ genau zur Potenz l^] dann gilt das 
Gleiche von i2, da Q in i2 übergeht, wenn man in ihm — A, f&r A, 
setzt Nach a) in 9 muss aber A^ mindestens in der Potenz Ig^i + lq^i 

^ PS-QB 

auftreten, wobei wegen c^+i > c^ 

ist. Man kann also ^?+i+ ^c-i > ^k 


* Wo nicht alle Zahlen {^ Null seien. 
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QR^PS + XI'q-^'U 

setzen, wo c > und ü nicht durch Jl^ theilbar ist. Wäre nun P 
oder S nicht regulär, so wäre die rechte Seite der letzten Gleichung 
durch eine höhere Potenz, als die 2Z^^ Potenz von Jl^ theilbar; die 
linke aber ist nur durch die 2Z^^ theilbar; daher ist sowohl R 2I3 8 
regulär. — Es giebt femer stets eine in Bezug <mf 7^ reguläre Hij/upt- 
unterdeterminanle r^^ Grades. Denn setzt man vorstehend in P, Qj 
B,S Q-r, 

so wird PS » QB (9, b); ist daher Q und damit auch 22 regulär, so 
sind auch P und £1 regulär. 

Es sei nun B eine in Bezug auf Z^ reguläre Hauptunterdeterminante 
r**° Grades des Systems von X^S + X^T] die bilineare Form, deren 
Determinante B ist, wollen wir mit X^Sq + X^Iq hezeichaen. Alsdann 
ist Sq symmetrisch, Tq altemirend. Die ET von B in Bezug auf die 
Basis X^ sind identisch mit denen des Eoefficientensystems von 
XiS+ X^T in Bezug auf diese Basis A^ (6, d), d. h. B besitzt die ET 
X{% Xl^"-^, ... Ist daher er eine gerade Zahl, so tritt nach 1) oben 
der ET X{'' in gerader Zahl auf. Es ist also dann 

Cr — «r— 1 «•••«=■ c^+i > e^y 
wo r — (> eine gerade Zahl vorstellt. Wegen c^4-i>c^ existirt nun 
aber wieder eine reguläre Hauptunterdeterminante q*^ Grades, und 
di« Anwendung der eben aufgeführten Schluasweise zeigt, dass bei 
geradem 6^ die Anzahl der ET X{^ eine gerade ist. ü.s.w. 

Ganz analog beweist man mittelst 2. oben, dass die ET von der 
Gestalt >l|'^+^ stets paarweise auftreten. Damit ist denn unser 
Theorem XVII vollständig beuneseh* Gehen wir nunmehr zur An- 
wendung der Sätze 18 und XYH über. 

§ 10. Gongraente Formen. 

73* Geht eine bilineare Form Ä durch die congruenten linearen 
Substitutionen B\ B in eine Form B über, ist also symbolisch (13) 

B - B'ÄB, 
dann geht durch dieselben Substitutionen die zu A conjugirte Form A' 
in die zu B conjugirte Form B^ über, d. h. es ist 
B' = BA' B, 

* Sind S und T altemirende Formen, so treten die ET des Systems von 
\l^8^X^T\ stets paarweise auf und die Minimalgradzahlen m. und m,- stimmen, 
wenn \7^S^l^T\ = (i ist, überein. Man kann femer Foimenschaaren mit alter- 
nirenden Grundformen bilden, welche im angegebenen Sinne vorgeschriebene 
Eronecker*sche und Wei er strass*sche Invarianten besitzen. Yergl. Frobenius, 
Crelle's Joum.(79)Bd.86, S.20flg. §7u.§13. E.v.Weber,Münch. Berichte vonl898, 
S. S69 flg. 
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Man hat also dann fär beliebige Werthe von 2^ { A, 

X^B + X^B' - JR' {X^Ä + X^Ä')B, 
d. h. die Formenschaaren XiÄ + X^Ä' und X^B + X^B' sind äquivalent. 
Die Aequiyalenz der Schaaren X^Ä + X^Ä' und X^B + X^B' ist also 
eine nothtcendige Bedingung für die Congruenz der Formen Ä und J?; 
dass sie auch die hinretcheiuk Bedingung hierftlr ist^ das ist eines der 
wichtigsten Ergebnisse der Eroneckel*'schen Arbeit: ^^üeber die 
congruenten Transformationen der bilinearen Formen '^."^ Wir leiten 
mittelst des Satzes 18) in 71 dasselbe mit Leichtigkeit her.** 

Ist nämlich ^' zu Aj B' zu B conjugirt, und sind die Schaaren 
X^Ä + X^Ä' und X^B + X^B' äquivalent, so besteht f&r zwei von 
AjAj unabhängige Formen P, Qy wo |P| + 0, |e| + ist, die 
symbolische Gleichung 

(1) ' X,B + X^B'^P{X^A + X^Ä')Q. 

Nun setze man a + ä'^A,, A ^ A^ ^ A,, 

B + B'-^B., B-B'^B^. 
Es ist " * 

Da die Gleichung (1) ftlr beliebige Werthe von AjA, gilt, so folgt 
aus ihr fttr ^ « 1, ^ = 1 bez. A^ — 1, Jlj — — 1 

B^^PA,Q, B^^PA^Q 
und hieraus weiter 

X,B, + A,-B,- P{X,A,+ X^A,)Q. 

Die Schaaren XiAi+ X^A^ und Xi^B^^ X^B^ sind äquivalent, A^ und 
B^ sind symmetrische, A^ und B^ altemirende Formen; daher giebt 
es nach Satz 18) eine Substitution 22 derart, dass 

B.-^R'A^B, B^^B'A^B 
ist. Man hat also fElr beliebige X^ \ X^ 

(2) X^B^ + A,B, - JR' (X^A{+ X^A^)B, 
mithin, da A + ^ ^ a -Bi+J?» ^ ^ 

ist, far A, = A, - 1 in (2) ^ _ jjr jjj 

Also gilt in der That der Satz: 

XVin. Zwei bilineare Formen A und B, die von gleichvielen 
Yariabelenpaaren abhängen, sind dann und nur dann 
congruent, wenn die Schaaren X^A + X^A! und 
AijB + A,^' äquivalent sind, wo A\ B' die zu A bez. B 
conjugirten Formen bedeuten. 

• BM 1874, S. 397— 447 (Ges. W. 424— 483). 
•* Frobeniuß, SB 1896, 8.14. 
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üeber die Gongruenz zweier Fonnen kann man auf rationalem Wege 
entscheiden. Die Substitutionen, welche eine Form in eine congruente 
überführen y bestimmt man nach 39 und 67; sie sind im Allgemeinen nicht 
rational. 

74. Eine Form mit cogredienten Veränderlichen Xi \ yi (13) heisst 
eine irredücibele oder elementare, wenn sie unzerlegbar und auch 
zu keiner zerlegbaren Form kongruent ist; eine aus lauter elementaren 
Formen zusammengesetzte bilineare Form mit cogredienten Ver- 
änderlichen heisst eine reducirte Form. ü. s. w. (25). 

Mit der Reduktion einer Form werden wir uns nachstehend be- 
schäftigen; hierzu ist zunächst erforderlich, dass wir untersuchen, 
wie im besonderen Falle, wo A und A^ conjugirte Formen sind, die 
zur Schaar k^A + X^A' gehörenden Minimalgradzahlen m,- m»- imd die 
ET des Systems von \LA + LA'\ sich verhalten. 

# o or O er 

Setzen wir S^^X^A + X^A'^bo geht — — aus -^ dadurch hervor, dass 

Vi '^ ^i gesetzt und X^ mit X^ vertauscht wird. Die Reihe der Zahlen nh 
besteht also aus denselben Zahlen, wie die der Zahlen mj, so dass wir 
im Falle \X^A + X^A^ \^0 ist, wie bei den symmetrischen Formenschaaren, 
nur eine Reihe von Minimalgradzahlen in Betracht zu ziehen haben. 
Bedeutet r den Rang von \XiA + X^A^l^ q eine Zahl ^r imd 
Dq den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
^ten Grades von | ilj-4. + Aj^'], so ist 2)^ eine symmetrische oder eine 
alternirende Form der Variabelen X^y X^. Denn jede Subdeterminante 
Q^^ Grades geht durch Vertauschung von X^ und X^ wieder in eine 
Subdeterminante p**^ Grades über. Da D^ durch D^-i theilbar ist, so 
bestehen Gleichungen 

n^^D^^.E^ (p-l,2,...r, D^^E,). 

Die homogenen ganzen Funktionen E^ sind ebenfalls symmetrisch oder 
altemirend und zwar ist E^ durch J?^— i theilbar (Theorem I in 5). 
Zerlegt man nun die Eg in Faktoren, die Potenzen verschiedener in 
X^ I X^ linearer Formen sind, so erhält man alle ET des Systems (4). 
Da mm aber die Eg symmetrisch oder altemirend sind, so gehört zu 
jedem solchen Faktor (aaXi + J^Aj)*^ von Eg ein Faktor (aaX^ + haX^y^'^ 
diese Faktoren sind verschiedene ET des Systems, wenn nicht 

(g)'-i 

ist. Wenn also L— j 4* 1 ^^> ^^ gehört m jedem EI (aaX^+ haX^^^ ein EI 
{baX^ + aaX^y^. Wie verhalten sich nun die ET mit der Basis 
a<j>ti + &a^; wo /~j «1, d.h. die ET mit der Basis ii + ^ und 
A^ — Aj? Können diese in beliebiger Zahl auftreten oder herrscht auch 
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hier ein Gesetz? Dies ist in der That der Fall; denn setzen wir 
yorübergehend wieder A + A^ ^^ S A—A'^^T 

so ist 8 symmetrisch y I altemirend. Durch die Substitution 

Aj = Aj + Ä,2y ^ *^ ^1 ^f 

^^ *^^ X,A + X^A'^JilS + XiT. 

Besitzt nun das System Yon \ X^A + X^A' \ den ET (X^ + Ü,)« [(Aj — A,)«], 
so besitzt das von \X'^S+X^T\ den ET A;«[Ai«]. Ist nun a gerade 
[ungerade], so tritt nach Theorem XVII neben jedem ET A(« [A^**] 
ein zweiter ET Aj« [A^«] auf; das Gleiche gilt also von dem ET 
(^1 + ^Y [(^ "" ^Y]} wenn tt gerade [ungerade] ist. Die EI von 
der Gestalt {X^ + Aj)*** und {X^ — ilj)**^* sind also stets pa>artveise vor- 
handen. Dagegen können ET von der Gestalt (A^ + >l,)**+* oder 
(A, — A,)** in gerader oder ungerader ZaM auftreten, wie man sich an 
Beispielen leicht überzeugt. Z.B. hat man für 

A'^x^y^+-'Xnyn--E, A'^E, und \X,A + X^A'\^{X^+ X^)^ 

hat den ET (A^ + X^) n-mal, wo n gerade oder ungerade sein kann. Für 

A ^ ^1^1 + ^Vi — ^Vi ^ird A' = x^ifi^ + a;^ »2 — ^tVv ^^ I ^-^ + X^Ä^ | 
hat daher den einen ET (ij — X^y, Dagegen wird für 

die Determinante \ X^A + X^A^ \ den ET (>li — X^Y zweimal besitzen. 
Fassen wir das Ermittelte in dem Theoreme zusammen: 

XIX. Ist X^A + X^A' eine Formenschaar mit conjugirten 
Grundformen, so stimmen ihre Minimalgradzahlen 
mi und rüi überein; die Elementartheiler des Systems 
von |>I^JL + >Ls^'| sind paarweise von gleichem Grade 
und für reciprokeWerthe von ~ gleich Null, mit Aus- 

nähme derjenigen von der Gestalt {^i+ X^Y""^^ oder 
(Aj— Aj)**, welch' letztere auch in ungerader Zahl auf- 
treten können.* 
75. Setzen wir daher n?=-2wii + l, deuten femer durch ein über 
einen Exponenten ea eines ETs gesetztes Plus- oder Minuszeichen an, 
dass derselbe zur Basis Xi+ X^ bez. X^— X^ gehört, so ist, da hier 
mi =» niiy nach Gleichung (30) in 61 

(3) n = 2^?+ ^a + ^ea+2l^a. 

Die nS sind ungerade Zahlen, und zwar fehlen dieselben, wenn 
jl^^ -j- A, ^' I E^ ist. Die geraden Zahlen €„ und die ungeraden 


• Kronecker, 1. c. S. 441 (S. 476). 
[utb, Elementartheiler. 10 
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Zahlen Ja treten stets zweimal auf; die Zahlen Ca sind immer doppelt 

vorhanden. 

An die Gleichung (3) knüpft sich die analoge Fn^e, wie an die 
Gleichung (3) in 49, (30) in 61 u. s.w., nämlich die Frage, ob es bei 
gegebenem n bilineare Formen Ä von 2n Yariabelen giebt, zu denen 
Schaaren X^J. + Aj-^.' mit vorgeschriebenen Kronecker'schen und 
Weierstrass'schen Invarianten gehören. Dieses ist in der That der 
Fall, wie wir sofort nachweisen werden. Wir betrachten nämlich 
folgende bilineare Formen*: 

1. T?^^x,yit+i (fc-0,l,...2m,-l,n?«2w,+l,n?>l), 

2. Ta^^{xftyk+i+ cXk+iVk) (i-0,l,...2ea-2; c«4=l), 

3. Ga « 2^(a^*y*+i + (- lyxjt+iVk) (Ä « 0, 1, . . . 2 1 - 2; t - 2x), 

4.** Uo ^-Xoyo+^ixtyk-i+i- l)*^*-iy*) (*« 1, 2, . . . t- 1; 6a=2x+l), 

5. Ga = a?oyo +^ (^^y*-! + (— l)*i»*-iy*) (i — 1, 2, . . . e<; — 1; e^ = 2x), 

6. üa--^(pCkyk+i-(-iyxk+iyk) (ä«0, 1, . . . 2?a-2; ?a«2x + l). 

1. Die Form I^^ hängt von 2w<+ 1 « n? Variabelenpaaren 

ab, wenn wir x^yQ, x^y^, . . . x^^ 92m| als zusammengehörige Yariabele 
auffassen. Die Yariabelen Xim und y^ treten dabei in 2? nicht wirklich 
aufc Femer ist die Determinante \X^Ti + X^ 2?' [ = 0, der Rang derselben 
ist 2mi; es giebt daher nur eine lineare Relation zwischen den Ab- 
leitungen von Ji^Ti + X^Ti' nach den Xi bez. y,-; ET treten keine auf; 
es ist mithin wegen (3), wenn ml- die zur Schaar gehörige Minimal- 
gradzahl bedeutet, „o^2m', + 1^ 2m, + 1 

Die Schaar }^Ti-\- X^TV besitzt also nur eine Invariante n?« 2m,- + 1. 

2. Die Form T^ hängt von 2^^ Yariabelenpaaren x^y^.^ ^lyi? • • • 
ab. Die ET der Determinante \X^Ta'\-'k^Ta\ sind 

+ -<- + 

3. Die Formenschaar X^Go-\- X^ Ga hängt von 26<y Yariabelen- 
paaren ab; die ET ihrer Determinante sind 

• Kronecker, I.e. S.440 (S.475). 
•* Für e^ = l ist V^^x^y^ zu nehmen. 
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4 Die Schaax liUa + i^Ua hängt von ea Yariabelenpaaren ab; 
ihre Determinante besitzt einen ET 

Ol + ^f . 

5. Die Schaar l^Ga-h X^Ga hängt von e^ Yariabelenpaaren ab; 
ihre Determinante hat den einen ET 

6. Endlich hängt die Schaar XiUa + ^ üa von 2e(, Yariabelenpaaren 
ab; ihre Determinante hat zwei ET 

Ist nun eine beliebige Losmig der Gleichung (3) in Zahlen 
n% €ff, . . , der angegebenen Art vorgelegt, und wir bilden zu jedem 
«?, das grosser als 1 ist, eine Form T?, wobei wir in TJ, TJ, ... die 
Yariabelen so bezeichnen, dass je zwei dieser Formen keine Yariabele 
gemein haben, bilden analog weiter zu jedem Ezponentenpaare Ca eine 
Form Tff, wobei wir die c « Ca beliebig aber cj ^ 1 wählen, zu jedem 

Exponentenpaare Ca {ea — 2x) eine Form Go, u. s.w., so ist die Summe 
aller dieser Formen eine Form JS, die von n — p Yariabelenpaaren 
abhängt, wenn q der Zahlen n^ gleich Eins sind. Sind alle Zahlen n? 
gleich Eins, so setzen wir 12 »0. Da aber die Schaar X^R + X^B' 
eine zerlegbare ist, so besitzt nach dem Satze S. 112 diese Schaar die 
Invarianten ttf, (CaXi+ X^y*'^ . . ., wenn wir sie bei p > als von 2n 
Yariabelen abhängig betrachten, also eine identisch verschwindende 
Theilschaar hinzuschreiben. Damit ist unsere Behauptung vollständig 
bewiesen. 

Bezeichnen wir die Invarianten nS, Coy -^ die zu einer Schaar 
X^R + X^R^ gehören, als die Eronecker'schen Invarianten (Minimal- 
gradzahlen) und die Weierstrass'schen Invarianten der Form 22 
mit cogredienten Yariabelen, so können wir das erlangte Resultat 
so aussprechen: 

XX. Es giebt bei gegebenem n Formen mit 2n cogredienten 

Yeränderlichen, welche — im Sinne des Theorems XIX 

— vorgeschriebene Eronecker'sche und Weierstrass- 

sche Invarianten besitzen. 

Die Formen 1—6 oben sind nicht zerlegbar, aber auch zu keinen 

zerlegbaren Formen congruent. Für die Formen 1, 4, 5 geht dies 

unmittelbar daraus hervor, dass zu ihnen nur je eine Invariante gehört. 

Für die übrigen folgert man es leicht aus Theorem XIX. Wäre 

z. B. Ga zu einer zerlegbaren Form G = tf^ + ffj congruent, so wäre 

10* 


148 § 10, 76-76. 

auch die Schaar X^G + X^G' zerlegbar in die Theile X^G^+l^G'^^ H^ 
und AiGj+Ajöj-fl^; die ET von \X^G + X^G'\ sind aber die von 
{ H^ I und I H^ I zusammengenommen; nach Theorem XIX besässe daher 
IX^G + X^G'I vier ET, und damit auch 

U. 8. W. 

Die vorhin beschriebene Form R setzt sich also aus lauter ele- 
mentaren Formen zusammen, d.h. es ist eine reducirte Farm. 

Eine der eben angewandten ganz analoge Schlussweise lehrt 
(XIX, XX), dass eine büineare Farm mit cagredienten Variabden dann 
und nur dann irredu>cibeL ist, wenn sie entweder eine einzige Kranecker- 
sehe Invariante besitzt, ader zwei Weierstrass'sche Invarianten (^ + cX^^Oy 
(c^+ ^)*ff, wa c*=|=l; u,s,w., wie in den Fällen 1 — 6 oben. 

Ist nun eine beliebige bilineare Form A gegeben, die von 
n Variabelenpaaren abhangt, so können wir nach Theorem XX eine 
Form R bilden, welche ebenfalls von n Variabelenpaaren abhangt und 
dieselben Er onecker 'sehen und Weierstrass' sehen Invarianten be- 
sitzt, wie die gegebene Form. Nach Theorem XVIII sind daher die 
Formen A und R congruent, 12 ist aber eine reducirte Form, und 
daher das Problem der ReduMian einer Farm A mü cagredienten Variabelen 
vollständig gelöst^ da man jederzeit die congruenten Substitutionen 
wirklich bestimmen kann, die J. in JS überfahren (73). 

76. Gehören zu einer Form A mit cogredienten Variabelen die 
Invarianten , 

w?, wS,...(^+CiA8)'., (ci^4-A3)^,...(^-|-Aj)'e,...(^ + X2)S..., 

so sagen wir, die Form besitze die Charakteristik 

Ll^l^ "i} • • •) ^1} ^1} • • • ^0} • • • 6(yj. . .J» 

Auf Grund des Theorems XX Jdassificiren wir nun die Formen mit 
2n cogredienten Variabelen bei gegebenem n nach dem schon öfter an- 
gewandten Principe (29, 62, 70). Wir rechnen also zu derselben Klasse 
alle diejenigen von n Variabelenpaaren abhangigen Formen, welche die- 
selbe Charakteristik besitzen, ü. s.w. Zu jeder Klasse gehört eine Narmal- 
farm, die sich aus den Formen 1 — 6 oben zusammensetzt. Wie sich 
für ein gegebenes n die Anzahl der Klassen systematisch berechnen 
lasst, hat Rosen ow angegeben.* Derselbe hat auch für die Fälle 
n = 1, 2, 3, 4 und w =» 10 die Normalformen aufgestellt.** 

* Rosenow, üeber die Anzahl von Klassen bilinearer Formen. Wiss. Beil. 
zum Programme der vierten höheren Bürgerschule zu Berlin, Ostern 1891. 

•• Rosenow, Crelle's Joum. Bd. 108, S. 6— 13 (färn = l-4); Programm 
der eben genannten Anstalt, 1892, S. 8 — 21 (n = 10). 
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Um z.B. für n 

Gleichung (3) fElr n = 


-> 1 die Klassen zu bestimmen, hat man die 
" 1 zu losen. Man hat zwei Lösungen 

1. w? = l 

2. t-1. 


Im 1. Falle wird J2 « 0. 

4- + 

Im 2. Falle wird B « JJ^ , wo in U^ 

+ 


1 


zu nehmen ist. Daher ist B » x^y^. 

ü. s. w. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen für alle Klassen bilinearer Formen von 2n cogredienten 
Variabelen für die FäUe n-=l, 2, 3, 4 zusammen. 


SlasBen bilinearer Formen von 2n oogredienten Variabelen 

im Falle 


1- [i]-^oyo- 

2. {1} : 0. 


a) n « 1. 


1. [11] 

2. [2] 

3. [TT] 

4.[tl] 

5. [{i}t] 

6. {11} 


b) n - 2. 

^0^0 + ^1^1- 

Die Normalformen sind mit denjenigen 

für n = 1 identisch. 

c) n = 3. 


.+ 


I. [in] '-cc^yo+d^iVi + ct^yi)' 

2. [iT] '- x^yQ+ix^y^ + x^yi-x^y^). 

3. [iTT]:aroyo+(a?iyÄ-^yi). 

4. [i ii]:iFoyo+^iyi + ^y2- 

5. [3] : XQyo + ^lyo- ^oyi + ^yi + ^ly^- 
6- {3} '^oyi + ^iy^' 


150 


§ 10, 76. 


Die Normalformen für die sechs übrigen Klassen sind identisch, 
mit denjenigen für die Elassen bilinearer Formen^ die von zwei 
Yariabelenpaaren abhängen. 

d) w - 4. 

(ppoVo + a?! yo - ^o2^i) + (^2 % + (k^sVi)- 
{x^Vi - x^y^ + (0:2^3+ ^1:1:3^2). 

^0^0+ ^1^1+ (^2%+ ^^8^2)- 

^0% + ^1^0 — ^OJ^I + ^Vl + ^1^2+ «8^2 — ^^8 ■ 
(^0^1 — ^%) + (^2^2 + ^8J/2 — ^»8)- 

^0^0+ ^1^1 + ^2^2 + ^8»8- 

^0% +^1^1+ (^^8 - ^8^2)- 

^0% + (^iJ^l + ^2^1 — ^1^2 + ^3^2 + ^Vz)' 

^0^1 + ^y© + ^1 ^2 - ^Vl + ^»8 + ^^2 • 

Kyi + ^iy2) + ^8y8- 

Die Normalformen für die 12 übrigen Elassen stimmen mit denen 
für die Elassen bilinearer Formen von drei Yariabelenpaaren bez. 
überein. 

Es giebt also in den Fällen n^l^^^ZjA, bez. 2; 6, 12, 28 
Elassen bilinearer Formen bei congruenter Transformation der Yariabelen. 

Die Formen der Elassen [1], [1 1], [1 1 1], [111 1], [{i}i], . . . 

sind symmetrisch, die der Elassen [1 1], [111 1], [{i}i 1], . - • 
äUemirend. 

a) Ist allgemein Ä^-^aaXiyk {i, Je '=1,2, . . . w) symmetrisch, 


1. 

[liii] 

2. 

[(")(")] 

3. 

[22] 

4. 

[211] 

5. 

[Till] 

6. 

r++ T 
[1111] 

7. 

[2 2] 

8. 

[4] 

9. 

[112] 

10. 

[11 2] 

11. 

[1111] 

12. 
13. 

r++ 1 

[1111] 

[18] 

14. 

[22] 

15. 

[1111] 

16. 

[{«}]!] 


SO ist 


^^Wi'^^Wi^^^'^^^'Wi 


daher sind bei \X^A+ X^jA!\~0 die Zahlen m-, alle Null, also die 
Zahlen n? alle Eins. Da femer hier 
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• 

ist, so besitzt das System von \X^Ä+ X^Ä*\ nur ET mit Exponenten 1, 
und zwar r Stück, wenn | A \ und somit auch A^ J. + A3 -4' | vom 
Range r ist. Eine symmdriscJie hilinea/re Form 

Ä = ^CLjh Xj yk (i, * « 1, 2, . . . w) 
hat daher, wenn r den Rang von \A\ bedeutet, die Charakteristik 

[{1 1 ... 1} 1 1 ... 1], 
n — r Stück r Stück 
lässt sich also durch congruente Transformationen stets auf die Form 

^1^1+ ^2^2 H \-Xryr 

bringen. Hat umgekehrt eine Form vorstehende Charakteristik, so 

lässt sie sich congruent in a^^yi + \- XrPr transformiren; sie ist also 

symmetrisch. 

ß) Analog zeigt man: Eine aUemvrende, von n VaHabdenpaa/ren 
abhcmgige Inlineare Form, deren Determinante vom Range r =» 2/ ist 
(9, c), hat die Charakteristik 

[{11 . . .} TT .TT], 
n-r Stück 2r' Stück 
lässt sich daher durch congruente Transformation in 

überfQhren. Umgekehrt ist eine Form mit vorstehender Charakteristik 
eine altemirende. 

Folgerungen: 19) Zwei symmetrische oder altemirende Formen sind 
dann und nur dcmn congruenty wenn ihre Betermina/nten gleichen Rang 
haben. 

Und: 20) Eine quadratische Form Ä kann in eine andere qua- 
dratische Form B, die von gleichvielen Variabelen dbhängt, dann und nur 
dann durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Beter- 
minante transformirt werden, wenn die Beterminanten von A und B 
gleichen Bang haben (63). 
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§ 11. Äehnliche nnd duale FormeiL 

77. Wir erledigen jetzt für solche Formen die analogen Fragen, 
die bei der congruenten Transformation der Formen auftraten. 
Sind zwei Formen 

A -^'^aikXi Ukf B ^ ^bjk XiUk (i, fc « 1 , 2, . . . n) 

ähnlich y ist also eine lineare Substitution 1 vorhanden derart, dass 
symbolisch (13) _g ^ T^^AT 

ist, so hat man weiter für 

i;= T-^ET, 
also bei beliebigen 2^ \ A, 

X^E + X^B ^ T-^{X^E + l^A)I', 

die Schaaren X^E + X^A und X^E + X^B sind äquivalent, die ET von 

\XiE+X^A\ und \X^E+X^B\ 

stimmen überein. Hervorzuheben ist, dass (12, Oleich. (16) 

\XiE+X^B\'^\T-'^\'\XiE+ X^Al'lTl-^lX^E+X^Al. 

Stimmen umgekehrt die ET der Determinanten zweier Schaaren 

X^E+X^A mdX^E+X^B 

überein, so giebt es Substitutionen 8, 1 derart, dass bei beliebigen 
^1^ X^E+ X^B^S(X^E+X^A)T 

ist (Theorem VIII). Insbesondere ist für X^^l, X^^O 

E^SET, 

d. h. A und B sind ähnlich. Setzen wir vorstehend Aj « A, Xj = — 1, 
so ist \XE— A\ die charakteristische Determinante von A, \XE—B\ 
die von B (16), und es gilt daher das Theorem: 

XXL Zwei Formen sind dann und nur dann ähnlich, wenn 
die Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten übereinstimmen. 

Nimmt man in Theorem IX 

gmml^ Ä^O, ttar^l, ho^Cay ^ — ^i ^=~1> 

so besagt dasselbe, dass die Determinante der Form 


Aehnliche und duale Formen. 153 

besitzt. Wir bezeichnen jetzt die Yariabelen 
der Reihe nach mit ^'""' ^»•^' • • • ^"''m-i 

WO 

^1 + ^H hCfl» = n: 

die Veranderucnen 

J^lOj J^ll> • • • ^l) #1— ij ^tOj J^ai; • • • J^i} «t— ly • • -5 J^mO> ^ml • • • im; *,„— 1 

bezeiebnen wir femer der Reihe nach mit 

schreiben wir dann noch E für A, A für B, so wird 

E = x^u^ + a^Wg H h ii?«w», 

A — Ci (x^Ui + " .+ ic^wj + Cj (x^+iu,^+i +• • .+ a;^+^M^ + + • • • 

+ (^Wj + • • •+ a;«k-iwO* + (iC^-|.iti^,+2 H h a?e.+«,- iW*.+0 + • • • 

Da nun, wie oben gezeigt wurde, |AiE — A| die ET 

(A — Cay^ (0 « 1, 2, . . . m) 
besitzt, so haben wir in A eine von n Yariabelenpaaren abhangige 
Form, die, wenn bei gegebenem n die ganzen positiven Zahlen 6|, 

e^, ... 6m eine beliebige Lösung der Gleichung: «i + c^ H h ßi» = w 

vorstellen und die Eonstanten c^y c;^, . . . c^ willkürlich, aber endlich 
gewählt sind, eine charakteristische Determinante mit den ETn 

(X - Ca)'"' (<y - 1, 2, . . . w) 

hat. Wir können dieses Resultat so aussprechen: 

XXII. Es giebt Formen, die von einer vorgeschriebenen 
Anzahl von Yariabelenpaaren abhängen, und deren 
charakteristische Determinanten vorgeschriebene 
Elementartheiler besitzen. 

Eine bilineare Form mit contragredienten Yariabelen heisst eine 
elementare oder irreducibele, wenn sie weder zerlegbar noch einer 
zerlegbaren Form ähnlich ist. IT. s.w., wie in 25. 

* Dieser Klammerausdruck bleibt weg, wenn e^^l ist, der folgende, wenn 
e, = 1 ist, u. 8. w. 
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Die Form A oben ist zerlegbar^ die charakteristischen Determinanten 
ihrer einzelnen Theile besitzen nur je einen ET; daher sind diese 
Theile selbst irrreducibel (48, -Schluss). Also ist A eine redimrte 
Formy wenn die Xi^ Ui als contragrediente Yariabele aufgefasst werden. 

Eine beliebige gegebene Form A kann in eine reducirte Form A 
transformirt werden, die zu ihr ähnUch ist; die nöthigen Substitutionen 
liefert die Weierstrass'sche Theorie, wenn man sie auf die Schaar 
Xx^+ X^A anwendet. Man erMlt nämlich Substitutionen 5, 2^ derart, 
dass bei unserer jetzigen Bezeichnung 

X^E+X^k « S{X^E+X^A)I 

wird bei beliebigen X^\X^] es ist dann 

E^SET, S- T-i; 

d.h. S und I sind ähnliche Transformationen. Man kann auch zuerst 
auf Grund der Theoreme XXI und XXII eine zur gegebenen Form A 
ähnliche reducirte Form A herstellen und dann aus den Eoefficienten 
von A und A die nöthigen Substitutionen T"~* T rational berechnen 
(S. 66—67). — Damit ist die EeduJction einer gegebenen büinearen Form 
mit contragredienten Variabelen wirklich durchgeführt. 

A ist irreducibel, wenn \XE— A\ nur einen ET besitzt; besitzt 
\XE— A\ mehr als einen ET, so können wir eine zerlegbare Form A 
herstellen, die zu A ahnlich ist, d.h. J. ist reducibel. Also: 

Eine bilineare Form mü contragredienten Variabelen ist dann und 
nur dann irreducibel y wenn ihre charaJäeristisclie Determinante einen ein- 
eigen Elementartheiler besitzt, 

78. Wir nennen die Charakteristik der Schaar X^E -\- X^A die 
Charakteristik der bilinearen Form 

A = ^ajh Xj Uk (i, Ä; « 1, 2, . . . n) 

mit contragredienten Yariabelen und klassificiren die von einer 
gegebenen Anzahl von contragredienten Yariabelen abhängigen bilinearen 
Formen nach dem des öfteren angewandten Principe. Die Normcd- 
formen der einzelnen Klassen kann man für die Falle n»l,2, 3, 4 
aus 50 entnehmen, indem man daselbst in jeder zweiten Form eines 
Paares von Normalformen die oben angegebenen ümbezeichnungen 
vornimmt (77). Man hat folgende 

Klassen bilinearer Formen von 2n contragredienten Variabelen 

im Falle 

a) n«l. 
1. [i] : c^x^u^. 
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b) M - 2. 

1. [ll] : (^XiUi+ c^x^ti^. 

2. [(i i)] : Cj^ix^u^ + a^Mg). 

3. [2] : Ci(xiUi -h iCjttj) + aj^ttj. 

c) n = 3. 

1. [111] : CiXiUi + c^XiU^+ c^x^u^. 

2. [(1 1) 1] : c^ix^u^ + iCj Wj) + ciajjttj. 

3. [(1 1 1)1 : Ci (x^Ui + x^Ui + x^u^). 

4. [2 1] : Ciix^Ui + x^u^) + c^x^tH + ^i^^- 

5. [(2 1)] : (^(x^u^ + x^t^ + a^tij) + x^u^. 

6. [s] : Ci{xiU^ + iCjWj + x^u^) + (x^u^ + x^u^). 

d)n=4. 

1. [1 1 11] : Cj^x^Ui + c^x^u^ + c^x^u^ + c^x^u^. 

2. [(1 1) 1 1] ' Ci^c^, sonst wie die Normalform 1. 

3. [(il)(ii)]: Ci«Ci, C5-C4, ^ „ „ „ 1. 

4. [(111)1] rCi-^-Cj, „ „ „ „ 1. 

5. [(1 111)] : Cj = Cg « Cj = C4, „ „ „ j, 1. 

6. [211] : Ci(x^Ui + a^gteg) + c^x^ti^ + c^x^u^+ x^tt^. 

7. [(21)1] : Ci« c^, soDst wie Normalform 6. 

8. [2 (1 1)] : Cj ^ Ca, „ „ „ 6. 

9. [(211)] :Ci-C2-(^,„ „ „ 6. 

10. [2 2] : Cj^(x^u^ + x^u^) + (^(x^Ui+ x^u^) + x^u^ + x^u^. 

11. [(2 2)] ' Ci^ c^} sonst wie Normalform 10. 

12. [3 1] : (\(x^Ui + a^tcj + x^u^) + c^x^u^ + {x^u^ + x^u^). 

13. [(si)] ' Ci^ <^9 sonst wie Normalform 12. 

14. [4] : Ci(a:iWi+ a^tig + x^u^ + x^u^) 

79. Nun sei durch 
(2) ii = OiiX^ + 02*^-^ h aniXn (i — 1, 2, ... n) 

eine lineare SvbstitiJUion gegeben, deren Determinante nicht un- 
bedingt Yon Null yerschieden zu sein braucht. Alsdann nennt man 
die Determinante 
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— Oji X — 0,3 —<hn 


(S) 


die charakteristische Determinante der linearen Substitution (2). 
Gleich Null gesetzt liefert sie die charakteristische Gleichung der 
linearen Substitution (2). 
Es sei nun 

(4) Xi'^ bux[ + hix'^ H h bniX^ (t = 1, 2, . . . w) 

eine zweite lineare Substitution, deren Determinante nicht Null sein 
darf. Wir setzen weiter 

(5) h- hd[ + bui^ + '-' + ^niiL (f -=1, 2, . . . n) 

und fähren die congruenten Substitutionen (4) und (5) in (2) aus. 
Hierauf lösen wir die transformirten Gleichungen nach den Si auf; wir 
erhalten dann eine neue lineare Substitution, die durch 

(6) K-^i< + <^,i< + '" + ^ni< (*' = !. 2, . . . n) 

gegeben sei. Geht eine Substitution (2) auf die eben beschriebene 
Weise durch lineare Substitution in eine Substitution (6) über, so 
nennen wir die Substitutionen (2) und (6) äquivalent. 
Wir setzen jetzt 

auXi + (hiX2 H h a^Aic,» — f(x)]t 

ClkX[ + CikOc'^-] \-Cnk Xn^g(sf)k 

und bilden die bilinearen Formen 

•^ ° ^t^kf(x)k — ^gg Xj Uk (f,* = l,2, -..n), 

Gr^^^lgj^y ^ ^Cikx[u'k (i, * •= 1, 2, . . . n). 

Die charakteristische Determinante der Substitution (2) ist identisch 
mit derjenigen der bilinearen Form Ä] das Gleiche gilt für die Sub- 
stitution (6) und die Form G. 

Geht nun durch die lineare Substitution (4) f(x)i in /*'(a?')f über, 
so wird A durch (4) in 

(7) 2»>^n<^y 

übergeführt; setzen wir nun noch in (7) 

(8) «; = b.^u^ + &,,«, + • • • + &,,M, (i - 1, 2, . . . n), 

80 erhalten wir ^^^A =2''"*^'«^ " ^- 

Nun sind aber vermöge (4) und (8) die Yariabelen Xi und w,- contra- 
gredient; daher sind Ä und O ähnliche Formen, weshalb die Sub- 


I (*«!, 2, ...n) 
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stitutionen A und Gy d. h. die Substitutionen (2) und (6) (vergl. 11) 
auch ähnliche Substitutionen genannt werden. Die charakteristischen 
Determinanten der Substitutionen (2) und (6) sind aber bez. identisch 
mit denen der Formen A und G, Also gilt nach Theorem XXI 
der Satz: 

XXIII. Zwei lineare Substitutionen sind dann und nur dann 
äquivalent, wenn die Elementartheiler ihrer charak- 
teristischen Determinanten übereinstimmen. 

Aus dem Theorem XXTT folgt ohne weiteres, da \XE — A\ mit 
(3) identisch ist: 
XXIY. Man kann für ein gegebenes n lineare Substitutionen 
(2) aufstellen, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. 

Gehören zur Determinante (3) die ET 

(9) {X - Ca> (<y - 1, 2, . . . w), 

so sagen wir, die lineare Substitution (2) habe die Charakteristik 

[(<?!,... )...(C<;,...)...] 

und Massifidren — unter Zugrundelegung des eben eingeführten 
Aequiyalenzbegriffes — in bekannter Weise die linearen Substitutionen (2) 
bei gegebenem n. Die Normalformen für die einzelnen Klassen entnimmt 
man im Falle n » 1, 2, 3, 4 unmittelbar aus 78. 

Man hat z.B. für n « 3: 

1. [iii] 'ii^c^^, 

2. [(ii)]i: Normalform, wie bei 1., aber c^^ c^. 

3. [(i 1 i)j : „ , „ „ 1., „ Cj = Cj — Cj. 

4. [2 1] : I, = a^i + qa^ , 

6. [(21)] : Normalform, wie bei 4., aber c^^ c^. 

fei °** ^^1 f 
6. [s] lii^x^ + c^x^, 

Allgemein wird, wenn (3) die ET (9) besitzt, die Normalform 
von (2) gleich: 
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wobei die Anmerkung S. 153 zu berücksichtigen ist. 

80. Die vorstehenden Betrachtungen über lineare Substitutionen 
lassen sich noch etwas allgemeiner gestalten. Man definirt nämlich 
eine lineare Substitution auch wie folgt: Es seien 

zwei bilineare Formen von je 2n Yariabelen; die Determinante Yon p 
sei nicht Null. Dann ist durch die n Gleichungen 

(10) i^(g)i--g>(x)i (t = l, 2,...w) 

eine lineare Substitution gegeben; man erhält sie in expliciter Form^ 
durch Auflösung der n Gleichungen nach den £{• Es werde alsdann etwa 

(11) |< = CuXi + diXi H h CniXn (♦ « 1, 2, . . . n). 

Die Determinante jA^^ + ^^'l heisst die charakteristische Deter- 
minante der linearen Substitution (10). Sind ihre ET gleich 
(ball + tta^y^ (<y — 1, 2^ . . . m)y so sagt man^ die Substitution habe 
die Charakteristik 


(t, fc = 1, 2, . . . n) 


'^;}(. = l,2,...n), 


[(Ci, ...).. . (Ca, ...)...]■ 

Setzt man nun in (10) 

(12) Xi •= SuXi + SsiXi H h Si 

(13) h-Su^i+SuU + '+s, 
wo die Determinante ^i^j. „ « ^ i n 

ist^ und componirt das erhaltene System yon n Gleichungen n-mal mit 
irgend welchen n* Grössen 

fi,-, ^i ; . . . ^{ (i = 1, 2, . . . n)y 

deren Determinante nicht Null sei^ so erhält man n lineare Gleichungen 
von der Gestalt 

(14) Kr)/«9(A (i = l, 2,...n). 
Setzt man nun weiter 

(15) Ui — ti^ wi + ^,-2 w« H h ^<,t4* (♦ = 1, 2, . . . n), 

dann geht durch die linearen Substitutionen (12) und (15) die Form 
9 in y = ^y(^)*^ö <iiö Form ^ in ?^ =» ^>(a/),w/ über. Da nun 

• Vergl. Netto, Acta math. Bd. 17, S.46. 
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die Determinante | ^ | nicht Null ist, und ebenso die Determinanten der 
Substitutionen (12) und (15) von Null yerschieden sind, so ist auch 
1^1 nicht Null. Die Determinante |ij(;| ist aber identisch mit der- 
jenigen der n linearen Formen ^ (!')»• in (14). Also ist auch durch 
(14) eine lineare Substitution gegeben ^ die explicite 

(16) Si « ciixl + dixi + ••' + cLxL 

lauten möge. 

Geht eine Substitution (10) auf die beschriebene Weise durch 
Substitution und Komposition — oder auch umgekehrt, da es auf die 
Reihenfolge dieser Operationen nicht ankommt — in eine Substitution 
(14) über, so heissen die beiden Substitutionen (10) und (14) äquivalent. 

Da die charakteristischen Determinanten der Substitution (10) und 
(14) mit den Determinanten der Schaaren A^^ + ^9^ und X^^ + X^^ 
bez. identisch sind, so folgt aus den Weierstrass'schen Theoremen, 
dass die Säize XXIII und XIV auch bei dieser Definition der linearen 
Siibstüutionen und der Aeguivalenz zweier linearer Substitutionen Wort 
für Wort giUig bleiben; ebenso m.m. das Folgende in 79. 

Für ^ = x^Ui + oi^'fh H 1- ^mUmf für Aj «= A, ilj, = — 1 und för den 

Fall, dass die Substitutionen (12) und (15) ähnliche sind, gehen diese 
Betrachtungen, die namentlich in neueren geometrischen Arbeiten der 
italienischen Mathematiker (Segre, Galö, Predella u.A.) über die 
Collineationen zur Verwendung kommen, in diejenigen des vorigen 
Artikels über. 

81. Sind Ä und B duale Formen, so sind JB' und Ä ähnlich (13), 

also die ET von \XE-B'\ und {XE — Ä] dieselben (Theorem XXI); 

nun ist aber die Determinante \XE -- B^\ mit der Determinante 

XE—B\ identisch; also stimmen die ET von {XE-'A] und von 

XE—B\ überein. Auch das Umgekehrte ist giltig. Also: 

XXV. Zwei Formen sind dann und nur. dann dual, wenn 
die Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten übereinstimmen. 
Mit Rücksicht auf Theorem XXI gilt also der Satz: 

21) Aehnlicfie Formen sind stets auch dual, und umgekehrt. 
Endlich folgt aus XXV: 

22) Jede büineare Form mit contragredierden Variabden ist m sich 
selbst dual. 

Die Resultate dieses Paragraphen werden im Folgenden vielfache 
Verwendung finden. Zunächst erledigen wir die Frage, welche be- 
sondere Beschaffenheit lineare Substitutionen haben müssen, um ge- 
eignet zu sein, eine bilineare Form in sich selbst zu transformiren auf 
Grund unserer Untersuchungen über congruente und ähnliche Formen. 
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§ 12. Lineare Transformationen der Mlinearen Formen in sieb selbst."^ 

1. Transformationen ohne weitere Besobränkimg. 

82. a) Es gehe die bilineare Form 

Ä'^^aijtXtyk (f, Ä — 1, 2, ... n) 

durch die linearen Substitutionen** P und Q in sich selbst über^ es 
sei also symbolisch j^ ^ FÄO 

wo c eine Eonstante bedeutet^ die weder Null noch unendlich ist. 
Setzt man 

SO ist 

es besteht also dann immer eine symbolische Gleichung 
(1) A = PAQ, 

wenn wir wieder P für P<„ Q för Q, schreiben.*** 

Sind nun U und V zwei ordinäre Formen, so folgt ans (1) 

(J7Pir-i)(J7^r)(F-igF)= UAV 
oder, wenn jjj^y^^^^ UPU-^^P^, V-^QV=^Q^ 

gesetzt wird, P,A,Q,^ A,. 

Geht also A durch zwei beliebige Substitutionen ü^ V in A^ über, 
durch zwei Substitutionen P, Q aber in sich selbst, so wird A^ durch 
zwei zu P und Q ähnliche Substitutionen P^, Q^ in sich selbst trans- 
formirt. 

b) Sei wieder A ^ PA Q, femer JE « iCi y^ + a^ yg + "- Xnffn, 
dann ist 
{X,E+ X^P)AQ = X,AQ + X^PAQ « X^AQ + AX^^A{X^Q + X^E)-, 

hieraus folgt f&r den Fall, dass {^|4=0 ist, 

X^Q + X^E -^ A-^I.X^E + X^P)AQ 

bei beliebigen X^\X^- Die Schaaren X^E+X^Pund hyQ -\- X^E sind 
also äquivalent. Umgekehrt: Sind diese Schaaren äquivalent, so giebt 
es Substitutionen A und B derart, dass 

* Vergl. zu diesem Paragraphen: Frobenius, Grelle 's Joum. (78) Bd. 84, 
S. 29 ff. 

** Mit nicht verschwindenden Determinanten. So immer im Flgd., wenn 
nichts Näheres bemerkt ist. 

**^ In der Theorie der linearen Substitutionen werden zwei Substitutionen P und 
cP als nicht wesentlich verschieden betrachtet. Dieses ist auch später bei den 
Betrachtungen über die orthogonalen und cyklischen Substitutionen zu beachten. 
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ist, wo A und B nicht von X^ \ A, abhangen und | J. | ^= 0, B^O ist. 
Daher ist AQB^E, AB^ P, 

iPAQ)B^F{AQB)^PE^P'^AB 
und weiter p . ^ __ j 

Also gilt der Satz: 

^^^ Zt(;e» Substitutionen P und Q sind dann und nur dcmn ge- 
eignet eine ordinäre hüineare Form in sich selbst zu transfonniren, wenn 
die Schaaren X^E+ X^P und liQ+ X^E äquivalent sind. 

Ist also in ET ^erlegt etwa 

(2) I l,E+X^P\ = {X, + c,Xj' {li + c,hT' . (^1 + <^-^)^ 
dann hat man fOr {X^Q + X^E\ nach Theorem YIII folgende Zer- 
legung in ET 

\X^Q + X^E\^\Q\ ' (X, + e^X^y^ (X, + c^X^)'' . . .{X, + c„, X^Y^. 

Vertauscht man nun in der letzten Gleichung Xi mit X^y setzt alsdann 
Xi = X, Ag = — 1, so erhält man, da 

ist, in ET zerlegt I «I ' c? • 4V • • C = 1 

(3, |,^-«|_(,_l)'(.-i)^..(x-iJ-. 

Setzt man aber in (2) X^^ X, X^^—l und vergleicht die so erhaltene 
Gleichung mit (3), so ergiebt sich das Theorem:* 

XXYI. Damit zwei Substitutionen P und Q geeignet seien, 
eine ordinäre bilineare Form in sich selbst zu trans- 
formiren, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten einander so zugeordnet werden können, 
dass die entsprechenden von gleichem Grade sind 
und für reciproke Werthe von X verschwinden. 

83. Es sei nun A eine singulare bilineare Form, | J. | sei vom 
Range r und P, Q seien Substitutionen, welche A in sich selbst trans- 
formiren. Wir setzen 

■^1— ^l^lH hXrVn E^^Xr^iffr+l-i h ^nffn, 

sodass also 

(4) E^E, + E^ 

ist. Alsdann bestehen die Gleichungen 

(5) ^-^1, ^l==^2; JE?i^2--E2-2?i-0. 

Die Form A lasst sich so in A transformiren, dass n — r Yariabelen- 
paare wegfallen (vergL 53, Schluss); als Form von r Yariabelenpaaren 

* FröbeniuB, 1. c. S. 31. 

Muth, Elementartheiler. 11 
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ist A ordinär, lässt sich also in oi^yi + x^y+ h Xrffr transformiren, 

wie an sich klar ist. Es giebt daher Substitutionen 27, V derart, dass 

J5i= ÜÄV 

ist, und daher giebt es nach 82 a) zwei zu P und Q bez. ähnliche Sub- 
stitutionen Pq, Qq, die Ej^ in sich selbst transformiren; wir haben also 
eine Gleichung P,E,Q^^ E,, 

aus der wegen (5) die Gleichungen 

(6) {E,P,E,)(E,Q,E,) - E„ {E,P,E,){E,Q,E„) ~ 

folgen, wo (), tf » 1, 2 sind, aber nicht gleichzeitig gleich 1 sein 
dürfen. Setzt man kurz allgemein 

SO hat man daher nach (6) 

(7) Ai «11-^1, P.iÖia-O; 

dabei ist P^ der Theil von Pq, welcher die Variabelen 

enthält, P^^ derjenige, der die Variabelen 

X^j . . . Xry f/r-^-lj . . . yn, 

Pji derjenige, welcher die Variabelen 

•^r + l> • • • Xnj tflf ' ' ' Vr 

enthält, u. s.w.; Analoges gilt von Q^^y Q^y.. 

Nun ist für die Formen P^^, Q^^, aufgefasst als Funktionen der 
Variabelen x^, , , .Xr, Vw - *yry wegen (7) 

l-PiieiiHI-Pul-l«ul-i; 

'^'*"* IPui + O, |«ul + 0. 

Femer folgt aus der Gleichung P^ Q^^ = 0, da | P^ j 4= ist» 

Ö12 - 0. 
Die Gleichung P^^ Qu ^ repräsentirt nämlich das Gleichungssystem 

für ft = 1, 2, . . . r, V =« r + 1 ; r + 2^. , ,n nach Satz a) in 22 und 
Gleich. (5) in 10, wenn 

•Pii '^'^PikXiVky Gi2 -^qikXiyk 

gesetzt wird. Nimmt man aber für ein bestimmtes v in (8) der Reihe 
nach ^ = 1, 2, ...r, 

so hat man für qi^, . . .qryB,\ß Unbekannte r homogene Gleichungen mit 
nicht verschwindender Determinante ^±Piif p^^-'-Prr] daher muss 
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sein. Dies gilt för v ■= r + 1 , . • . », d- 1. ^u ist identisch NulL Ana- 
log zeigt man^ dass wegen | Q^^ { 4» aus der Gleichung P^^ Q^^ » 

P„-0 
sich ergiebt. 

Wegen P^^ » hat man aber 

(9) I X jB - P I - I A J&i - P„ 1 . 1 X J?, - P„ 1 , 

w^n ^12 — 

(10) \XE-- Q\^\XE,- Q,,l\XE,^ Q,,\, 
Aus (7) folgt weiter 

Qii ist abo eine rationale Funktion von P^^ (15); sind daher c^i c^,. . . Cr 
die Wurzeln der Gleichung 

|A.E,-P,J«0, 

so sind nach 16, Schluss 

11 1 

—i —} • • • — 

die Wurzeln der Gleichung 

Nach (9) und (10) sind aber c^, c^, . . . Cr auch Wurzeln von | IE— P\ 

und — j — j auch solche von \XE— Q\. Also gilt der Satz: 

i^^ Zs^ J. singMry \ A \ vom Bange r, und sind P, Q SubstiMionen^ 
die A in sich setbst transformireny so besÜ0en die charakteristischen Gleich- 
ungen von P und Q r reciproke Wurzeln. 

Folgerung: Ist die Gesammtzahl der reciproken Wurzeln dieser 
Gleichungen /, so ist r<r 

Oder in Worten: 

25) Wird eine Farm durch zwei Substitutionen in sidh selbst trans- 
formirtf so kann der Bang ihrer Determinante nicht grösser sein, als die 
Anzähl der reciproken Wurzeln, welche ihre charakteristischen Gleichungen 
haben. 

Daraus folgt aber sofort der fär uns sehr wichtige Satz: 

26) Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst Irans- 
formirt, deren charakteristische Gleichungen keine reciproken Wurzeln haben, 
so muss sie identisdi verschumden. 

2. Oongraente Transformationen allgemeiner Formen« 

84. Die Form A gehe durch die congruenten Substitutionen P', P 
in sich selbst über; dann können wir wieder symbolisch geradezu 

11* 
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(11) A^'P'ÄP . 

setzen (vergl. 82, Anfang). 

Ist nun G eine beliebige Form, ist ferner |6r{4°0, so folgt 

aus (11) (G'P'G'-^)(a'AG)(G-^Pa) - G'AG; 

setet man hierin g,^^ „ ^^ G-^PG-P,, 

aus welch' letzterer Gleichnng 

folgt^ so erhält man P'A.P ^ A^ 

Wenn eine Substitution P eine Form Ä in sich selbst transformirt^ 
so transformirt jede zu P ähnliche Substitution eine zu Ä congruente 
Form in sich selbst. 

Ist 1^14=0; so ist vorstehend auch A^^O] ist A symmetrisch 
oder alternirend^ so gilt das Gleiche von A^. 

Aus A = FAP folgt femer 

{X^E + X^P)AP ^ A (l^P+X^Ey, 

ist daher |^]4=0, so sind die Schaaren l^E + X^P^ und X^P -{- X^E 
äquivalent; nach Theorem YIII sind aber auch die Schaaren l^E+X^P' 
und X^E-^-X^P äquivalent; deshalb sind auch die Schaaren XiP+ X^E 
und X^E+X^P äquivalent. Daher gilt der Satz* (vergl. den Beweis 
von Satz XXVI in 82): 

XXYII. Damit eine Substitution geeignet sei^ eine ordinäre 
bilineare Form in sich selbst zu transformiren, ist 
nothwendig und hinreichend, dass dieElementartheiler 
ihrer charakteristischen Determinante paarweise von 
gleichem Grade sind und für reciproke Werthe von X 
verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, welche zur 
Basis (A + l) öder (A— 1) gehören. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch einen Satz auf- 
führen, der sich auf die Transformation einer sinffdären Form in sich 
selbst bezieht, obwohl derselbe keine weitere Verwendung findet. Er 
folgt unmittelbar aus Satz 24 in 83 für ^ « P, P '^ P und lautet: 

27) Ist A singiUär, \ A \ vom Range r, und geht A durch die lineare 
Substitution P in sich seihst über, so ist die charakteristische Determinante 
von P durch eine reciproke Funktion r^ Grades theübar, 

85. Im Folgenden bedürfen wir noch gewisser Betrachtungen über 
zerlegbare Substitutionen. 

* Frobenius, 1. c. S. 34. 
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Sei P'AP^Ä und P in die Theile P^, P, zerlegbar; P^ ent- 
halte die Variabelen / ^ « v • 

Pa die Variabelen / 11 , c% \ 

X 2 «xü «*xf»woxcxx ^^^ y^ (v « w -f 1| w + 2, . . . n). 

Setzen wir dann E^^^x^^y^ (fi - 1 , 2, . . . w), 

Jgg^ ^a?y y^ (v — w + 1, w + 2, , . . w), 
80 ist för () = 1 , 2 

Pq ■= EqP = PjE^ = JEgP Eq = EqPq ^ PqEqm 

Aus P'AP^A folgt daher, da P' und P in gleicher Weise zer- 
legbar sind (22), für (>, <y «1, 2 

-E^^-Ba -= -B^CP'^P)-^^ = {EqP')A{PEa) - (P;Eq)A(PoEa\ 
oder, wenn ^^^^^^«J^a 

gesetzt wird. 

Wir machen nunmehr die weitere Annahme, dass keine Wurzel 
der charakteristischen Gleichung von P^ zu einer Wurzel derjenigen 
von P2 reciprok ist. Die charakteristischen Gleichungen von P^ und 
i^', ebenso die von P, und P^ sind aber identisch; aus der Gleichung 

folgt daher ^^ _ 0, 

aus der Gleichung p' j p j 

■^2-^21 -ML ■"'^21 

^21» 

nach Satz 26) in 83. Die Gleichungen ^^ » A^i » besagen, dass 
A in die Theile A^^ und ^22 zerlegbar ist (vergl. 83). Also: 

28) Wird eine Form durch eine zerlegbare Substitution in sich selbst 
transformirty und haben die charakteristischen Gleichungen der beiden 
Theile der Substitution keine redpröken Wurzeln^ so ist die F&rm in der- 
selben Weise zerlegbar ^ wie die Substitution. 

Noch zum Schlüsse eine fdr das Folgende wichtige Bemerkung! 
Ist I ^ 14" 0, und man setzt 

U^A-^A', 
80 ist j^,_ ^^,_,^ 

ITAU^ (AA'-^) A(A-^A) = A. 

Jede ordinäre Form A wird abo durch die Substitution 

A-^A' 
in sich selbst transformirt. 
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3. Oongraente Transformationen der symmetriBOhen 

nnd altemirenden Formen. 

86. Wir beweisen zunächst den Satz: 

29) Jede Substitution U, welche eine symmetrische Form S [dUemirende 
Form TJ mit nicM verschwindender Determinante in sich selbst überführt, 
und für welche die Determinante von E + ü [E — XJ] nicht NtM ist, 
lässt sich, und zwar in nur einer Weise, auf die Gestalt 

(12) Ü^{S + T)-^{S-T) 

bringen, wo 

(13) ^-^m^i^-^i^] 

eine altemirende [symmetrisclie] Form bedeutet. 

Seien zunächst S und T beliebige Formen, sei jS + 2^1 =4= und 
TJ durch (12) definirt. Dann ist wegen (12) 

{8+T){E+ü)^S + T+(S + T)U^S-\-T+S^T, 

(14) (S + r)(J5;+ t/)-=2S; 

analog findet man 

(15) {S + T){E-U)^2T. 

Setzen wir weiter voraus, dass |ä| =f= [i ^1 4= 0] sei, so ist 
auch wegen (14) [(15)] 

|E+?7|4=o [|je;- c7]4=o. 

Nun folgt aus (12) 

(fif + 20 ü « Ä - T, 

Sü+Tü ^S-T, 

T+Tü ^S-Sü, 

(16> T{E + V) = S{E - ü) 

und hieraus, da | -B + [7 1 4= [I i? - J7|] + ist, die Gleichung (13). 
Umgekehrt folgt, wenn 

Ä4=0, |£+ 171 + [|Tj + 0, IJ5-ÜI + 0] 

ist, aus (13) die Gleichung (12). 

Wir setzen nun endlich voraus, dass die Substitution ü die 
symmetrische bilineare Form S in sich selbst überführe, dass also 
symbolisch 
(17) S^U'SU 

sei; femer nehmen wir an, dass \E + f7| 4=0 sei. Dann können wir 
nach dem Vorhergehenden eine Form T bestimmen derart, dass 

Ü^(8 + T)-^ (S+T) 

wird. Wir behaupten, dass unter der über ü gemachten Voraus- 
setzung T eine aUemirende Form ist. Denn die Formen T und 
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T^^{E+ U')T(E+Ü) 
sind congruent; nun folgt aber aus (13) die Gleichung (16); daher ist 

To«(J5+ Ü')S(E- Cr)«S+ U'8-8ü- Ü'SU 
oder wegen (17) T, » ?7' S - S f7; 

aus dieser Gleichung folgt aber, da S' ^ S ist, 

n^SÜ- U'8, 
aus den beiden letzten Gleichungen endlich 

T* « — T 

Also ist Tq altemirend, dasselbe gilt von dem zu Tq congruenten T^ 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Ganz analog beweist man den auf ein altemirendes T bezüglichen 
Theil des Satzes 29) mittelst der Gleichung 

So«(jE- ü')8(E- ü)^{E- ü')T{E+ U)^TÜ- U'T-, 
hier wird ^, _ _ jj,^_^ TU ^ 8^. 

87. Wir benützen das Vorhergehende, um den Charakter der 
Substitutionen zu ermitteln, welche geeignet sind, eine symmetrische 
[altemirende] ordinäre Form in sich selbst zu transformiren. 

Angenommen P genüge den Bedingungen des Satzes XXYII. 
Dann giebt es eine Form A derart, dass 

Ä « P'ÄP 
ist. Hieraus folgt aber 

Ä'^PA'P, Ä + Ä'^P'(Ä + Ä')P, Ä-Ä'^P'{Ä-Ä')P. 

Es giebt mithin unter gemachter Voraussetzung auch immer eine 
symmetrische Form 8^Ä + A' und eine altemirende Form T== A — A^, 
welche durch P in sich selbst übergehen. Aber es kann die Deter- 
minante von 8 oder von T Null sein, ja es kann sogar vorkommen, 
dass 8 oder T identisch Null ist. Es fragt sich aber, welches der 
Charakter einer Substitution ist, welche eine ordinäre symmetrische 
[altemirende] Form in sich selbst transformirt. 

a) Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir zunächst einmal 
an, dass die charakteristische Determinante \kE — P\ von P nur für 
einen Werth X = s verschwindet, dessen Quadrat gleich Eins ist. 
Alsdann ist \$E+P\^0. 

Ist nun 8 [T] eine ordinäre symmetrische [altemirende] Form, die 
durch P in sich selbst übergeht, so ist auch 

ü^eP [ü sP] 

eine Substitution, welche 8 [T] in sich selbst transformirt. Diese 
Form U hat aber die weitere Eigenschaft, dass 
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|jE+^| + [|J?-J7| + 0] 
ist. Daher kann man nach Satz 29) in 86 

setzen, wo T [8] eine altemirende [symmetrische] Form bedeutet. Setzen 

wir nun 8 + T--^Ä, 

so wird, da jS - T - 4', 

und weiter 

(18) A{XE - P) « AJ. - eA' [J.(AjE- P) ^XA + sA'l 

Nun hat aber nach Theorem XIX die Determinante IXA — sA'l 
[\XA + sA^ |] die ET von der Gestalt 

(I-O'* [(A-ff)«*+i] 
stets zweimal*^ wegen (18) gilt das Gleiche von \Xb — P\. Also: Die 
ET der Determinante |AjB— P| von der Gestalt 

(x-sy" [(*-«)**+'] 

sind stets paarweise vorhanden. 

b) Es sei nun P irgend eine Substitution, welche eine ordinäre 
symmetrische Form 8 in sich selbst überf&hrt, und in ET zerlegt 

<p{X)^\XE-P\^<p,{X)<p,(X), 

wo g?i(>t) das Produkt aUer ET vorstellt, die für I — £ (^*"='l) v®''- 
schwinden; es ist also / \ i av 

dagegen kann (p^{— «) — sein. Ist der Faktor (pi(X) von {p(X) vom 
w*"* Grade in X, dann sei P^ eine Form der Variabelen 

^M Vßil^^h 2, ...w) 

derart, dass für JB^ — x^tfi + rr^yj + f" ^mlfm, in ET zerlegt, 

\XE,^P,\^fp,{X), 
und Pj eine Form der Variabelen a^r, y» (v = w + 1, w + 2, , . . n) 

derart, dass för E^^ Xm+iVm+iA h^nffn, in ET zerlegt, 

\XE,-P,\^<p,iX) 
wird (Theorem XXII). Dann ist nach Theorem V, wenn 

gesetzt wird, in ET zerlegt, 

I XE - Po I - viW^a) - «pW - U^ - P i; 

daher sind die Formen Pq und P ähnlich (Theorem XXI); | Pq \ ist 
nicht Null, weil | P 1 4= ist; also sind wegen 

|Poi-i-Pii-:-p* 

auch I P^ I und | P^ | von Null verschieden. 
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Da aber P^ and P ähnliche Formen sind, so giebt es nach 84 
eine zu 8 congruente Form 8q, welche durch P^ in sich selbst trans- 
formirt wird. P^ ist aber zerlegbar, die charakteristische Determinante 
des einen Theiles P^ verschwindet fär I -> £, die des anderen aber 

nicht für ^ » — »= c, abo sind die Formen P^ und 8q nach Satz 28) 

in 85 m dersdben Weise zerl^bar. Es sei nun ^q, so zerlegt wie 
Pq, gleich 8i + 8^. Dann sind wegen | S^^ | ^= auch | jgj 4= 0, | Sj 1 4* 0. 
Da 8 symmetrisch ist, so ist es auch 8^^ und zwar müssen beide 
Theile von 8q symmetrisch sein. Weiter ist (22) 

oder, da p' e p q o » e 

P[S,P,+ P^8,P,^8,+ 8,. 
Aus der letzten Gleichung folgt aber, da 8^ und 8^ keine Yariabele 
gemeinsam haben, p[S,P,^ 8^, P^8^P^^ 8,. 

Die ordinäre symmetrische Form 8^ geht also durch eine Substitution 
P^ in sich selbst über, deren charakteristische Determinante nur für 
X » £ Null ist. Nach dem oben unter a) Gezeigten sind daher die 
ET dieser Determinante von der Gestalt (l — e)''' doppelt vorhanden; 
das Gleiche gilt für die Determinante \Xs — P\, s kann + 1 oder — 1 
sein, cUso sind die ET der Beterminomte \ls — P\ von der GestaU 
(X — 1)** und (X + 1)^* paarweise vorhanden. 

Für eine altemirende Form T beweist man analog mittelst des 
Resultates unter a) oben, dass, wenn 

ist, die cha/rakteristische Determinante \Xb— P\ von P die ET von der 

doppelt 'besitzt. 

c) Wir behaupten nun, dass die unter c) gefundenen Bedingungen 
zusammen mit denen des Satzes XXYII nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend dafür sind, dass die Substitution P eine ordinäre 
symmetrische [altemirende] Form in sich selbst transformirt, dass also 
folgender Satz von Frobenius gilt:**^ 

XXyin. Damit eine Substitution geeignet sei eine ordinäre 
symmetrische [altemirende] bilineare Form in sich 
selbst zu transformiren, istnothwendigundhinreichend, 
dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Determinante paarweise von gleichem Grade sind 

• 1, c. S. 41. 
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und für reciproke Werthe verschwinden, mit Aus- 
nahme derer, die für die Werthe +1 oder —1 Null 
sind und einen ungeraden [geraden] Exponenten haben. 

Wir können uns beim Beweise auf die symmetrischen Formen 
beschränken, da derselbe fOr altemirende ganz analog ist. 
Es sei, in ET zerlegt, 

9(X) = |Xi?~i>|-y,(X).9,(A), 

wo (pi{l) das Produkt aller ET vorstelle, die für 

X 1 

Null sind; (p{X) sei vom m^^ Grade in X.^ Dann giebt es eine Form 
XÄi+Ä[ der Veränderlichen 

derart, dass, in ET zerlegt, 

\XA, + Äl\^(p^(X), 

und eine Form XA^-—A^ der Variabelen 

^r, yr(v =- m + 1, w + 2, . . . n) 
derart, dass, in ET zerlegt, 

wird. Denn wird z. B. 9?2(A), wenn X — — ^ gesetzt und dann mit >lj""* 

multiplizirt wird, zu (f'^iX^^ X^)y so sind die Faktoren von q>'^(Xi, X^) 
— bei der durch 9?g(A) gegebenen Zerlegung — paarweise gleichen 

Grades und für reciproke Werthe von j^ gleich NuU, die Faktoren 

von der Gestalt (X^ + Xj)** sind doppelt vorhanden, die von der Gestalt 
(Xi + X^y*'^^ in gerader oder ungerader Zahl; daher giebt es nach 
Theorem XX eine Form A^ derart, dass, in ET zerlegt, 

\x^A^+x^Äi\-^<p;,{x,, X,) 

ist. Nun ist |J[j|4=0, da 9? (0)4=0 ist; femer wird für X^-^ X, 

und zwar ist, in ET zerlegt, \ XA^ — Ä^\ ^ q)^{X) (37). — Auch | A^ \ 
ist nicht NuU, femer nach Voraussetzung 

\A, + A[\^0, |-4, + ^| + 

und somit, wenn wir 

A, + Ai^8,, A, + A^^S^ 

eine symmetrische Form, deren Determinante nicht Null ist. Setzen 
wir daher weiter 

* Für m = bleibt das Folgd. mit selbstverständlichen Modifikationen be- 
stehen. 
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SO wird 

Daher sind die Determinanten iXEi—P^] und |AJS^— Pg|, in ET 
zerlegt^ gerade gleich fpi{l) bez. 9|(il); mithin ist^ in ET zerlegt^ nach 
Theorem V 

\XE-P,\~ <p^(X)q>,H) = 9(A). 

Die Formen P und Pq sind also ähnlich (Theorem XXI)^ woraus zu- 
gleich folgt^ dass I Pq 1 4^ ^ ^^^' Nach 85^ Schluss, hat man aber 

^"'^''' P[A[P,^Ai 

folgt. Daher wird P' S P ^ S 

und analog P^pI ^ sl 

woraus endüch (PI + Pi)(S^ + 5,)(Pi + Pg) ^ S, + S^ (22) oder 

sich ergiebt. Es existirt also eine ordinäre symmetrische Form Sqj 
die durch Pq in sich übergeht. Nach 84 transformirt daher auch 
die zu Pq ähnliche Substitution P eine zu Sq congruente Form, also 
ebenfalls eine symmetrische Form mit nicht verschwindender Deter- 
minante in sich selbst, w.z.b.w. 

88. Ist nun (p(X) ein Produkt von Potenzen linearer Funktionen 
von i, welche die in dem Theoreme XXVIII — soweit es sich auf 
symmetrische Formen bezieht — för die ET von \XE—P\ an- 
gegebene Beschaffenheit zeigen, dann giebt es, wenn (p(X) vom Grade 
n in A ist, nach Theorem XXIV in 79 eine lineare Substitution P: 

(19) Xi = SiiX[ + StiX^ -^ h SniXn (i « 1, 2, . . . fl), 

deren charakteristische Funktion, in ET zerlegt, gerade g){X) ist. 
Daher giebt es nach dem eben bewiesenen Satze XXVIII eine sym- 
metrische Form S von 2n Variabeleii Xi, y,-, welche durch die Sub- 
stitutionen (19) und 

(20) y» = $uy{ + sa^yi + • • • + Sniffn 

in sich selbst transformirt wird; dabei ist |5|=j»0. Es sei nun 8q 
irgend eine andere ordinäre symmetrische Form von 2n Variabelen; 
dami sind nach 76, Satz 19) die Formen Sq und S congruent, und 
es giebt daher (nach 84) zu (19) bez. (20) ähnliche Substitutionen, 
welche Sq congruent in sich selbst transformiren. Da nun aber die 
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charakteristischen Determinanten dieser Substitutionen mit denen von 
(19) imd (20) in den Ein übereinstimmen, so gilt der Satz: 

XXIX Es giebt Substitutionen, die eine gegebene ordinäre 
symmetrische [alternirende] bilineare Form in sich 
selbst transformiren, deren charakteristische Deter- 
minanten vorgeschriebene Elementartheiler — im 
Sinne des Theorems XXVIII — besitzen. 

Für alternirende Formen erledigt sich der Beweis ganz analog. 

In den Theoremen XVill und XXTX kann man für ,, symmetrische 
bilineare Form'' sagen ,, quadratische Form'' (63) und erhalt so zwei 
Theoreme über quadratische Formen, die namentlich für die Geometrie 
von ausserordentlichem Interesse sind. 

Man kann auf Grund des Theorems XXTX die Stibstitutionen Massi- 
ficiren, die eine geg^ene symmetrische hüineare (quadratische) oder aUer- 
nirende Form in sich selbst trcmsformiren, indem man sich eines wieder- 
holt angewandten Principes bedient. Man setzt dabei in der Charakteristik 
einer Substitution (79) über die Exponenten, welche sich auf die Basis 
X + 1 (A — 1) beziehen ein — (+) Zeichen. Die zu den einzelnen 
Elassen gehörigen Normalformen erhält man aus 79. 

Zum Beispiel hat man folgende 
Klassen der Substituitionen, wdche eine ordinäre temäre quadratische 

Form in sich selbst transformiren. 

i. . |_1 1 1 J • »«^ ^* Cj U/ j , dlj ■"* ~" »v« , iPj "^ *X/9 • 


.+++. 


Cl 


^« 1_ 1 1 1 J • *«/| ■■* »«^ly *^ *™* '^if "^8 ^* ^S" 

O. |_1 1 1 J • 3/^ ^= l) *^2 *^ 97 *^8 ^^ "~" *^8* 

Tc. L 3 J • fl/i ^^ SC^ , «Ta ~"* *r« "j* wi/a • 3/» "■"■ CO -j~ QCa • 

Man kann hier leicht temäre quadratische Formen angeben, die 
durch vorstehende Substitutionen bez. in sich selbst übergehen. Durch 
1. — 3. wird die Form XiX^ + a|, durch 4. die Form 

in sich selbst transformirt. U. s.w. 

§ 13. Orthogonale und cyklische Formen. 

89. Zu den Substitutionen, welche eine ordinäre symmetrische 
bilineare Form in sich selbst transformiren, gehören die orthogonalen 
Substitutionen. Ist nämlich B eine solche Substitution, so hat man 
symbolisch (13) 

♦ Man kann auch [1 1 1] schreiben, da zwei Substitutionen P und — P 
nicht wesentlich verschieden sind. 
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M transformirt also die symmetrisclie Form E'^x^yi+ ••• + Xnyn in 
sich selbst Daher folgt sofort aus Theorem XXYIII:* 

XXX. Die Elementartheiler der charakteristischen Deter- 
minante einer orthogonalen Substitution sind paar- 
weise gleichen Grades und für reciproke Werthe 
gleich Null, mit Ausnahme derjenigen, die für +1 
oder —1 verschwinden und einen ungeraden Ex- 
ponenten haben. 

Aus Theorem XXTX aber folgt unmittelbar der Satz:** 

XXXIa. Es giebt bei gegebenem n orthogonale Substitutionen 
fürnVariabele, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler — im Sinne des 
Theorems XXX — besitzen. 

Auf Grund dieses Theorems kann man die orthogonalen Sub- 
stitutionen klassificiren. Zu NormcHformen für die Substitutionen der 
einzelnen Klassen gelangt man mittelst der in § 12 angegebenen 
Normalformen. Man ermittelt zunächst eine quadratische Form 5, 
die durch eine solche Substitution P in sich übergeht (S. 170— 171); 
alsdann sucht man diejenige Substitution G^ die /S in £ überführt, 
und findet dann aus P und G eine Substitution P^, die E in sich 
selbst transformirt (84, Anfang). 

90. Von besonderem Interesse sind die reellen orthogonalen Sub- 
stitutionen, die wir in 90 ausschliesslich in Betracht ziehen. 

Es sei*** B eine reelle orthogonale Form von 2nyariabelen a;,-, y,-, 

ferner wieder -B^ic^y^H hi^y« ^^^^ c eine Wurzel der Gleichung 

I IE — 22 1 B 0. Sind dann, nach fallender Grösse geordnet, a, /}, 7^, . . . 
die zur Basis X--c gehörenden ET von |iL^ — 12|, so hat man für 
(AJ5 — JB)""^ eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von A — c 
von der Form 

(1) (A-B-li)-i-^(A-c)-«+5(A~c)-«+i+--- 

Yergl. 71. Setzt man nun die rechte und linke Seite dieser Gleichung 
mit (IE — B) zusammen, so kommt 

woraus 


• 1. c. S. 48 — 49. 
•• 1. c. S. 49. 
••• 1. c. S. 61 flg. 
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{X - cYE^Ä(XE--R) + B(XE'-B){X - c) + ••^ 

und für i = c, 

(2) A{cE^B)^0 

folgt. Ist nun für ]/— 1 — i, c = a + ife, so sei a — i& « c; ist 

A^A, + iB,, 

so sei Ä^ — iB^^Aj wobei a, &, J-^, -Bj reelle Zahlen und Formen 
bedeuten. Dann folgt aus (2) durch Yertauschung von i mit — i 

(3) ir(c jB - E) - 0. 
Es ist also nach (2) und (3) _ __ 

AB « cA, AB - Cil. 

Aus der letzten Gleichung folgt weiter 

BU'^cÄ' 
und hieraus (AB^B'!') ^ ccAl'^, 

nach Voraussetzung ist aber BB' » E, sodass sich 

AÄ'^ccAÄ', AÄ\l-cc)=^0 

ergiebt. Nun kann aber AA' nicht Null sein (11, 5), also ist 

1 — cc = 0, cc = l, a*+&*— 1. 
Daher gilt der Satz*: 

30) Die Wu^zdn der charakteristischen Gleichimg einer redien 
orthogonalen St4bstitidion haben sämmüich den Modul 1. 

Wir benutzen jetzt die bekannte geometrische Darstellung com- 
plezer Zahlen durch die Punkte einer Ebene. Die Reihe (1) convergirt 
innerhalb eines gewissen, um c Ibeschriebenen Kreises (Conyergenz- 
kreis), c selbst liegt nach Satz 30) auf dem Einheitskreise. Wir be- 
schränken jetzt die Veränderliche X auf das Stück der Peripherie des 
Einheitskreises, welches innerhalb des Conyergenzkreises liegt. Nun 
ergiebt sich aus (1) durch Zusammensetzung mit 

mit Rücksicht auf 12, Schluss, 

{K - X-i JE)-i « XBA{X - c)-« -(- . . . 
Bildet man rechts und links die conjugirte Form, so wird 

(-R - A-iJ5)-i- XA'B'{X -(?)-«+••• 
Vertauscht man hierin i mit — i, so erhält man, da nach Voraussetz- 
ung A~^ zu A und nach (54) Satz 30) c""^ zu c conjugiert complez ist, 

♦ Brio8chi,Liouv. Journ. (64)Bd.l9, S.268; Schläfli^Crelle'sJ. (66)Bd.66, 
S. 186; Frobeniu8, Crelle's J.(78) Bd. 84, S. 62; Stickelberger: üeber reelle 
orth. Subat., Progr. der eidgen. polyt. Schule für das Schuljahr 1877/78 (erstes 
Halbjahr), Zürich 1877, S.IU. 
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Hieraus folgt durch Multiplikation mit — E 

Jetzt entwickelt man noch A^"^ nach Potenzen von X — c und setzt 

alsdann erhält man die Gleichung 

(4) (A-B-JJ)-i-dI'JB'(A-c)-«+--- 

Der Vergleich von (1) und (4) lehrt, dass 

Ä « dÄ'R\ 
also _ 

ist. Nunistaber ^2'=|=0, |JB'H=0, afaöis<aii^^«=|=0. (12,Anf.) 

Differentürt man die Gleichung (1) nach X, so erhalt man (21) 

-(A-B-JR)-« «^(i-c)-''-^+---; 

durch Zusammensetzung aber erhält man aus (1) 

(XE ^ B)'^ = A\X - c)-^^+ '" 

Der Vergleich der Exponenten von il — o in den Anfangsgliedem dieser 
beiden Entwickelungen von (^XE — R) "^ zeigt, dass 

— 2a a-1 

oder ^ 

a = 1 

ist; nach Theorem I ist dann auch /} » ^ = • • • = 1. Also gilt das 

Theorem:* 

XXXn. Die charakteristische Determinante einer reellen 
orthogonalen Substitution besitzt lauter lineare 
Elementartheiler. 

Haben zwei reelle orthogonale Formen R^ und R^ dieselbe 
charakteristische Determinante, so stimmen nach XXXTI die ET von 
I i-B - JBJ und ]XE—R^\ überein. Denn steckt (A - c) zur «**» Potenz 
in \XE— R^l^lXE— R^\y so hat jede dieser Determinanten den ET 
(i — c) a-maL Also: 

31) Zwei orthogonale Formen mü reellen Koefficienten sind dann 
und nur dann ähnlich, wenn sie dieselbe charaJcteristische Determinante 
haben.** 

* ProbeniuB, hc. S. 68; Stickelberger, I.e. S. Vn. 

** Stickelberger, 1. c. Man kann eine reelle orthogonale Form in eine zu 
ihr ähnliche reelle orthogonale Form durch eine reelle orthogonale Substitution 
überführen. Denn es gilt der Satz: 

Sind zwei (reelle) orthogonale Formen ähnlich, so sind sie auch congruent und 
können durdi eine (reelle) orthogonale SubsHtuHon in einander tra/nsforfiwrt werden. 
(Frobenius, Crelle's Journ. (78) Bd. 84, S. 69, SB 1896, S. 15.) 
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Ist R eine reelle orthogonale von 2n Yariabelen abhängige Sub- 
stitution (Form), so ist nach den Sätzen XXX — XXXII, wenn e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, in ET zerlegt, 


(5) 


2(> Stack 
^(X_l)(X_l)...(A_l)(X + l)(A + l)...(A + l), 


^ N. 


wo 
(6) 


(f Stück 
2q + ö + t =^n. 


Stück 


Wir wollen die rechte Seite von (5) mit q)(X) bezeichnen; es 
fragt sich dann, ob es, wenn man bei gegebenem n in tp{X) die Zahlen 
(», <f, T beliebig, aber so wählt, dass (6) erfüllt ist, eine reelle ortho- 
gonale Substitution R für 2n Yariabele giebt derart, dass, in ET zer- 
legt, gerade \IE - R]-^ ip(X) 


ist. Dieses ist in der That der Fall. Man betrachte nämlich die 
folgende redle orthogonale Substitution 

Xi = cos^jj'j — sinO^irCg, . . ., ä^2^— i = cos^^iri^— i — sin^^o^s^, 

x^ -» sin-ö'iirj + cos-ö^iXg, • . ., X2q ■■ sin^^ara^—i + cos d'^Xig, 

^2^+1 = ^2^ + 1 9 y ^2^+a *= XiQ-^ay 

Das System der charakteristischen Determinante derselben ist zerl^- 


(7) 


bar; die ET von 


X — cos -ö*! sin -^1 

— sin -ö*! X — cos -ö*! 


sind 

X — (cos-ö*! + isin-ö-j) — iL — ef^^ und X — (cos^^ — isin-ö-i) = il — c*"'^!, 

u. s. w.; daher hat nach dem Satze Y die charakteristische Deter- 
minante von (7) die gewünschten ET. Also: . 

XXXIb. Es giebt bei gegebenem n reelle orthogonale Sub- 
stitutionen für n Yariabelen, deren charakteristische 
Determinanten n vorgeschriebene Elementartheiler 
besitzen. 

Nach dem Satze XXIII kann jede reelle orthogonale Substitution 
durch reelle* lineare Substitution auf ^ die Normalform (7) gebracht 
werden.** 


* Und zwar durch reelle orÜiogonaU Substitution. Vergl. 89 u. S. 176, Anm. 
•* Stickelberger, I.e. S.V. 
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9L Wir nennen eine Form (Substitution) 

A ^^agXjyt (i, Ä — 1, 2, ... n) 

eine cyklische Form (Substitution) m^^ Grades, wenn es eine 
positive, ganze, endliche Zahl m giebt derart, dass die m^ Potenz von Ä 
(15) gleich* E ist. Ä heisst eine primitive cyklische Form (Sub- 
stitution) m*®° Grades, wenn es keine Zahl Km giebt, für die JL'=^ ist. 
Ist Ä cyklisch m^^ Grades, P eine beliebige ordinäre Form, so 
ist B « P—^ÄP gleichfalls cyklisch m*®° Grades. Denn es ist 

JBm. (p-i^P)(P-i^P) . . . (P-IÄP) 
- P-^Ä'^P - P-^EP = E. 

32) Ist A eine cyMische Form m'** Grades, so ist jede m A ähn- 
liche Form ebenfaUs eine cyMische Form m'^ Gradesi 

Die cyklische Form m^^ Grades A genügt der Gleichung 

A'^-E^O. 
Die Gleichung A«»-l-0 

hat aber bekanntlich lauter verschiedene Wurzeln; folglich hat die 
Determinante \XE — A\ nur lineare ET (17, Satz 8). Sei l — c ein 
solcher, also c eine Wurzel der Gleichung \IE — A\^ 0, dann ist 
nach dem Satze am Schlüsse von 16 (f* eine Wurzel der Gleichung 

also ist ^ "».— 

Besitzt umgekehrt die charakteristische Determinante einer Form A 
nur lineare ET und zwar nur solche, die für w** Wurzeln aus 1 Null 
sind, so ist A cyklisch m**^ Grades. Denn ist, in ET zerlegt, 

I Ai; - JL I « (A - £, ) (A - £,) • • • (^ - «n), 
wo «y*«» l(i = l, 2, . . . w), so ist fQr 

die Determinante \XE—B\, in ET zerlegt, ebenfalls gleich 

(A — 6i)(X — £2) • • • (^ — *«)• 

Also sind A und B ähnliche Formen (Th. XXI), B ist cyklisch w*^ 
Grades, folglich auch A nach dem Satze 32. 

XXXIII. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass A eine cyklische Form m*®" Grades ist, 


m.- 


* Ist E^cÄ^, ßo ist fär B^ycA geradezu Bm — E, Vergl. die Anmerk. 
S. 160. 
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bestehen darin^ dass die charakteristische Deter- 
minante von Ä nur lineare Elementartheiler besitzt, 
und dass diese nur für m*® Wurzeln aus Eins ver- 
schwinden* 

Man erkennt leicht, dass Ä primitiv cyklisch m^ Grades ist, wenn 
\XE-A\ nur lineare ET hat, alle Wurzeln von |AJ5?--ä|-0 
m** Wurzeln aus Eins sind, und wenn sich unter diesen Wurzeln 
mindestens eine primitive Wurzel befindet; und umgekehrt. Femer 
geht aus dem Beweise von Theorem XXXIII hervor, dass man cyklische 
Formen w*®° Grades von 2n Variabelen bilden kann, die — im Sinne 
des Theorems XXXIII — vorgeschriebene ET besitzenj was wiederum 
zu einer Klassifikation der cyJclischen Formen (SubstittUionen) bei ge- 
gebenem w und m^ führt. Wir gehen hierauf jedoch nicht näher ein, 
sondern geben noch einige Sätze über Formen**, die zugleich orthogonal 
und symmetrisch oder zugleich orthogonal und altemirend sind, welche 
sich mittelst des Satzes XXXIII einfach beweisen lassen. 

92. Sei zunächst (symbolisch) zugleich 

^^ Ä^ A. 

Dann ist A^^ AÄ^ AA-^^E^, 

A} ist also cyklisch zweiten Grades (91) und folglich hat |ilJB — -4| 
nur lineare ET, die für 

^1=±1 
verschwinden (XXXIII). Also: 

XXXIV. Ist eine Form zugleich orthogonal und symmetrisch, 
so sind die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Determinante alle linear und verschwinden nur für 
+ 1 oder — 1.*** 

Hat man aber gleichzeitig 

^ '** A. , Jl. =* """ A.^ 

Setzt man daher iA^lB^ so ist 

* Diesen Satz giebt Segre, Mem. d. R. Acad. d. Scienze di Torino(86), Ser.II, 
Tom. 87, S. 6 Anm. ohne Beweis. Vergl. auch Frobenius, Grelle 's Joum. (78) 
Bd. 84, S.16, SatzVm. 

** Reelle oder nicht reelle. 

*•* Frobenius, Crelle's Joum. Bd. (78) 84. S. 26. 
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B also eine cyklische Form zweiten Grades; die ET von \X^E + X2B\ 
haben nach XXXIII die Gestalt X^ -f X^ oder X^ — ^ij also haben die- 
jenigen von \XE^A\ die Gestalt A — i oder A + i, wie sich sofort er- 
giebt; wenn man l^ = Xy X^^i setzt. Nun gehört aber nach "X^XY zu 
jedem ET X-i ein ET X + i. Also: 

XXXY. Ist eine Form orthogonal und alternirend, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minante alle linear und verschwinden zur Hälfte für 
+ i, zur Hälfte für — i* 

Im Folgenden wird uns ein weiterer Fall entgegentreten , wo eine 
Determinante nur lineare ET besitzt. 


§ 14. Definite Formen. 
93. Eine quadratische Form 

D '^^aikXiXk {i, Ä = 1, 2, . . . n) 

mit reellen Eoef&cienten atk^c^ki heisst definit^ wenn sie für reelle 
Werthe der homogenen Veränderlichen x^lx^] - - -\Xn stets Werthe 
von demselben Vorzeichen annimmt; sie heisst positiv oder negativ, je 
nachdem dieses Vorzeichen + oder — ist. Ueber deficite Formen gilt 
folgender bekannte Satz von Kronecker:** 

33) Verschwindet die definite Form D für ein reelles Werthesystem 

Cj I Cg ] . . . I c», so bestehen die n Gleichungen 

(1) »aCi + a/2C2 H h O'inCn — (* =1,2,... n). 

Diese Eigenschaft der definiten Formen ist für alle Untersuch- 
ungen über Schaaren quadratischer Formen, die eine definite Grund- 
form besitzen, von fundamentaler Bedeutung. Mit Hilfe des Satzes 33) 
beweist man z. B. sehr einfach, dxjiss, wenn A eine beliebige reelle^ 
D eine definite quadratische Form von n Variahelen ist, die Gleichung 

\XÄ+D\ = 

nur reelle Wurzeln hat***, vorausgesetzt, dass |il-4.+ Z)|^=0 ist. 

• Frobenius, 1 c. 

"•• Kronecker, BM1868, S. 839. 

♦♦* Weierstrass. BM 1868, S.213; BM1868, S.8S8; Gundelfinger in 
Hessens Raumgeometrie, 3. Aufl. (76), IV. Suppl. u. inGundelfinger-Dingeldey, 
Vorl. a. d anal. Geom. d. Eegelschn., Leipzig 1895, S. 66 — 67. 

12» 
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Wir gehen auf die Beweise dieser Sätze nicht näher ein, da sie 
bereits unter verschiedenen Gesichtspunkten in Lehrbüchern behandelt 
sind* 

lieber die ET der Determinante einer Schaar der eben beschriebenen 
Art gilt nun folgendes Fundamentaltheorem:** 

XXXYI. Verschwindet die Determinante einer Schaar 

X^Ä + X^D 

von quadratischen Formen nicht identisch, und ist 
eine ihrer Grundformen, etwa D, definit, so haben 
die Elementartheiler der Determinante der Schaar 
alle den Exponenten 1, mit Ausnahme der zur Basis X^ 
gehörigen ET, welch' letztere auch den Exponenten 2 
haben können. 

Wir setzen A^ =- gXy Jlj = äA — 1, wodurch 

X,Ä + ijD « (^JL + hD)X ^D^BX-B 

wird; dabei wählen wir g und h so, dass ^f =4= ist und \gA + hB 1 4*0 
wird. Alsdann entspricht jedem ET (aili+ SA^)* von \X^A + X^B\ 
ein ET {a^X-iy Yon \BX^B\ (37). 

Wir untersuchen jetzt die ET von |ilB — D|, und zwar wollen 
wir von nun an unter B und B die Polarformen der quadratischen 
Formen B und B verstehen; wir setzen also (63) 

B - B{xy) ^\^^y,, D ~ I)(xy) ^^^^^y, (i -1, 2, . . .«). 

Zur Basis >l — c, wo c^Q sei, mögen die E T (X — c)*, (X — c)^, . . . ge- 
hören, wo 6 >/*>*•• Dann hat man, wenn wieder das symbolische 
Bechnen mit Formen benutzt wird, eine Entwicklung (71) 

(2) {XB--B)-^ — + ^ + — =?_+...; 

da die Formen B und B symmetrisch sind, gilt das Gleiche von 
F,G,H,,., Aus (2) folgt far J5?-a?iyi+...+a^,y, 

* Baltzer, Determinanten, 6. Auflage, Leipzig (81), S. 177 ff. Gundel- 
finger-Dingeldey, 1. c. S. 66 — 67. 

** WeierstrasB, BM 1868, S. 207 ff. (Ges. W. Bd. I, S. 233). Vergl. auch 
Nachtrag zu dieser Abhandl. BM 1879, S. i30; BM 1868, S. 336 ff. (Ges. W. 
Bd. II, S.i2). Frobenius, Vierteljahresschrifb der Naturf.-Gesellschafb in Zürich, 
Jahrg. 41, 1896, S. 20ff. Gundelfinger im lY. Suppl. von Hessens Baum- 
geometrie, 3. Aufl. (76) und in Gundelfinger-Dingeldey, Yorles. a. d. anal. 
G. der Kegelschn., Leipzig (96), S. 67 — 68. Obiger Beweis ist mit geringen 
Modifikationen der, den Gundelfinger am zuletzt dtirten Orte gegeben hat. — 
Ueber verwandte^ Sätze vergl. Christoffel, Crelle's Journ. (64) Bd. 68, S. 266 
bis 272 und Gundelfinger-Dingeldey, 1. c. S. 70— 76. 
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{X - cy E -^ F{XB - B) + G(XB-D)(X - c) + ••• 
und hieraus, wenn man X == c + X' setzt, 
(3) EX''={(c+ X')FB-FD} + X'[(c + X')GB- ÖD}+ X'*{(c + X')HB-HD]+ 
Wäre nun e > 1, so müsste 
(4) cFB-FD'-O, FB+eGB-GD = 

sein. Da femer (FB + cGB - GD)' — JBF+ cBG - DG ist, so 

folgt aus (4) 

(cFB - FD) G - F{BF+ cBG -DG) = 
oder 

FBF-~0] 

wegen der ersten Gleichung in (4) müsste also auch 

FDF-O 
sein. Setzen wir aber 

F — a^x^ + a^x, H 1- a,«, = alyi + aiyi H 1- aiy«, 

wo die Ol dieselben Fimktionen der y,- bedeuten, wie die a/ der Xi, so 

ist per de£ -^gD aj" <^aD „, . 

^«"^^t F' D' => FD - D(ya') 

und somit FDF^Diaa'). 

Unter der gemachten Voraussetzung wäre also D(aa') «= 0. Für Xi^yi 
wird aber o^ — a/, sodass die definite Form D für a;,- = a,- Null wäre; 
nach Satz 33) wäre folglich auch D(xä) = DJP= 0, imd somit auch 
nach (4) BF^O. 

Da aber Fäp ist, so müsste { £| = sein, gegen die Voraussetzung. 

Also ist e^f 1 (Theorem I); die ET von \XB-D\ mit der 

Basis X — c, wo c 4" 0, sind alle linear^ mithin auch die ET von 
I ij-4. + X^D I mit der Basis aA^ + Sil,, wo 6 4* 0. 

Wir nehmen jetzt weiter an, dass zur Basis il die ET X% i-^, . . . 
von \IB — D\ gehören, wo c^/*^ ••• Angenommen e wäre grösser 
als 2! Indem wir vorstehend c » setzen, gelangen wir, wie daselbst, 
zur Gleichung (3). Unter der gemachten Voraussetzung muss dann 

FD ^ FB - GD ^ GB - HD ^ 

sein. Aus FD'^O und GB — HD = folgt aber, da FD = DFn,B,w. 

FBG - 0, 
sodass, wegen FB — GD = 0, 

GDG^O 

wird. Aus der letzten Gleichung folgt aber, wie oben, GD — und 
hieraus BF^ 0, was nicht sein kann. Daher ist 6 < 2, und das 
Gleiche gilt für f, g,... nach Theorem L Die ET von \IB-D 
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mit der Basis X haben nur Exponenten „1" oder „2", und daher auch 
die ET von | iL^il + X^B \ mit der Basis A,. — Damit ist Satz XXXVI 
vollständig bewiesen. 

Der Satz über die ReaUtät der Wurzeln, sowie das Theorem XXXVI 
gelten auch, wenn unter den Formen der Schaar X^A + X^B eine definite 
ist, etwa gA + JiBy nur muss es dann im Theoreme statt „^" heissen 

„ÄA,-flrV'. (37.) 

Treten in einer Schaar zwei definite Formen Dj und D,, wo 
nicht Dj » coust. B^y auf, so bringe man sie auf die Gestalt 

X,B^+X^B^. 
Hätte nun ein ET von \X^B^ + X^B^\ mit der Basis X^ den Ex- 
ponenten 2, so wäre XiBi+ XiB\ eine Schaar mit definiter zweiter 
Grundform derart, dass \X[B% + X%Bx\ einen ET Aj* besässe, was 
nach XXXVI unmöglich ist. Also: 

XXXVII. Enthält eine ordinäre Schaar von quadratischen 
Formen zwei (nicht blos um eine Eonstante ver- 
schiedene) definite Formen, so besitzt ihre Deter- 
minante lauter lineare Elementartheiler. 

94. Da die Determinante einer Schaar X^A + X^B bei definitem B 
ET von der im Theorem XXXVI angegebenen Beschaffenheit besitzt^ 
so können in der zu X^A -f X^B gehörigen Weierstrass'schen 
reducirten Schaar (65, Satz 15) nur Theilschaaren von der Gestalt 

Ti = X,aaXl + AgftaXS Q>o + 0, ET : a^X^ + baX^), 

T^^X^aaXl (ET:A,), 

T3« ^(2aaXaXa+i- AXJ) -f X^gXl (ET : Xf) 

auftreten. 

Ist I D I =j= 0, so treten Theilschaaren T^ und Tj in der Reducirten 
nicht auf; ist aber | 2) | == 0, so können wir ^ « + 1 nehmen; h soll 
ebenfalls stets reell gewählt werden. 

Da nach dem in 93 aufgeführten Satze die Determinante 

\X^A + X^B\ 

nur redle ET besitzt, so wird nach dem zu Gleichung (6) in 65 Be- 
merkten hier 

(6) X^-l/^Xa, 

wo Xff eine reelle Form der Variabelen Xi vorstellt und Bc entweder 
+ 1 oder — 1 ist. In einer Theilschaar T^ ist $„ « £a+i. 

Nun setzen wir weiter X<y für V6«,Xo, was einer neuen linearen 
Substitution entspricht. Aus der Substitution, welche die Schaar 
X^A + X^B in die reducirte AjA-f-AgA überführt, und dieser zweiten 
Substitution resultirt eine dritte, bei welcher die neuen Variabelen mit 
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den alten wieder durch lineare Gleichungen von der Gestalt (5) 
zusammenMngen. Wir können also gleichzeitig durch lineare Sub- 
stitution A und 1) auf die Gestalt 

A «^''^Xl +^aaXi+^(2arX,X,+^-hXi), 

bringen, wo die a^, aa, at und h reell sind, und wo betreffs der X« 
das oben Bemerkte gilt. Setzen wir nun schliesslich 

so erhalten wir A und A als reelle Funktionen der X'ty die selbst 
redle, unabhängige Funktionen der Xt sind. Man kann, mit anderen 
Worten, durch eine reelle lineare Substitution A und D gleichzeitig 
bez. auf die Gestalt 

A-2'^^X;«+2^.Xj«±2(2^rXiXi+i- Ä.x;«), 

bringen. Die si in A müssen aber alle entweder + 1 oder — 1 
sein. Denn durch eine reelle Substitution geht eine definite Form 
wieder in eine definite Form gleichen Zeichens über. Ist nun z. B. 
D positiv, so ist auch A positiv, und alle Si müssen + 1 sein. Denn 
wäre etwa «^ = — 1, so wäre für X' — 1, Xg = 0, Xj = 0, . . . A = — 1 
gegen die Voraussetzung. Setzt man schliesslich noch 

X'r = Xt , «t Xt+i = -g Xt + Xt^ij 

2a,x;xi+i-Ax;«=2x;'x4i, x;«-x;'^ 

sodass wir zu folgendem Resultat kommen: 

Ist A eine beliebige reeUey D eine definite quadratische Form, so 
kann man dwrch eine reelle* linea^re Substitution A und D gleichzeitig 
auf die Gestalt 

A -^a^X?, +2^aX5 + 22X.X.+1, 

±A==2'^ + 2^. 

bringen j wo m ± A r Quadrate auftreten, wenn \ D \ vom Bange r ist. 


* Die Realität der Substitution lässt sich auch, wenn man die W/sche 
Formel (6) in 65 nicht benutzen will, mittelst eines Satzes von Frobenius (SB 
1896, S. 16. Vergl. die Anmerk. 2, S. 175 oben) darthun. (Briefl. Mitth. des H. 
Frobenius vom 5. Sept. 1896.; 


184 §U, 94-96. 

Einfache Folgerungen sind: 

a) Ist A eine beliebige reelle, D eine ordinäre defmte Form, so 
kann man durch reelle lineare SubstihUion gleichzeitig A und D auf 

A — aiZJ + Oa^H f-ÄrX;, 

±A-z| + z|+ + z; 

brmgen, wo r den Bang von \A\ bedeixtet. 

Hieraus geht hervor^ dass sich die Schaar X^A + X^B, wenn eine 
Form derselben zugleich ordinär und definit ist, durch eine reelle Sub- 
stitution auf die Gestalt 

X,^ + 2,B - {X,a, + X,b,)Xl+ . . . +(X^an+ X^bn)Xl 

bringen ^st (37).* 

b) Sind in ewei äquivalenten Schaaren reeller quadratischer Formen 

X^A + X^B und X^A+X^D 

die Formen D und D ordinär und definit gleichen Zeichens, so Tcann 
man die eine Schaar durch eine reelle, von X^ \ X^ unabhängige lineare 
Substitution in die andere transformiren. 

Schliesslich bemerken wir, dass man bei gegebenem n aus Theil- 
schaaren 

eine Schaar X^Ai + X^^ zusammensetzen kann^ in welcher A definit ist, und 
deren Determinante vorgeschriebene E T — im Sinne des Theorems XXXVll 
— besitzt. Hierauf lässt sich dann wieder eine KUissifikation der ordi- 
nären Formenpaare A, B, bei definitem D, gründen, welche von einer 
gewissen Zahl von Yariabelen ablmngen. IT. s. w. 

95. Wir haben bisher nur ordinäre Schaaren X^A + X^B mit 
einer definiten Grundform B betrachtet. Zeigen nun, im Falle 
X^A + X^B eine singulare Schaar ist, bei definitem B die Eronecker- 
sehen und Weierstrass 'sehen Invarianten der Schaar ein besonderes 
Verhalten, und welches? Diese Frage beantwortet folgendes Theorem: 

XXXYHI. Ist q> eine beliebige reelle, o eine definite qua- 
dratische Form von nVariabelen Xi...x», und es ver- 
schwindet die Determinante der Schaar X^g) + X^o 
identisch, dann sind die Kronecker'schen Invarianten 
der Schaar sämmtlich gleich 1, die Elementartheiler 
des Eoefficientensystems der Schaar sind mit 

• Weierstrass, BM1858 und 1868 [Gas W.] a.c.O. 
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Exponenten 1 versehen, mit Ausnahme der zur Basis 
X^ gehörigen, welch' letztere auch Exponenten 2 
haben können. 

Vetoeis. Sei die Schaar X^g> + X^co'^if singuIär, | ^ | vom Range r; 
q> und CD sollen die im Theoreme angegebene Beschaffenheit besitzen. 
Da 1^1 = ist, so sind die n Formen 

durch n — r » T unabhängige lineare Belationen yerknüpft. Sei 

(6) Ci^l+ Cj^,+ ••• + Cntn - 

eine dieser Belationen, und zwar sei dieselbe vom Grade m in 1^ | X^, 
also etwa 

Ci = alX^+ aU^-^X^ +'" + a('»+i)Ay (i - 1, 2, . . . n). 
Führen wir die d in (6) ein, so erhalten wir, da ^^ « Aj y,- + X^ coi. 


(7) 


.>=0. 


Diese Gleichung besteht aber für beliebige Werthe yon X^\X^j es 
muss daher, wenn noch 

q)(a!x) 

q>(a"x) + <D{cix) 

(p(a'"x) + ai(a"x) 


gesetzt wird. 


(8) 


+ yn(Pny 

+ ynan 

-0, 

= 0, 


g)(a(«+i)a;) + a)(a("")ir) «- 0, 

ai(a(«+i)a;) = 

sein, und zwar für beliebige Werthe von a^j, . . . a:». Für Xi == 
halten wir aber wegen der ersten Gleichung in (8) 

fp(a'a'') = 0, 
wegen der zweiten für Xi « al 

g?(a'a") + a)(a'a') = 0; 
G)(aa!) = 0. 


af er- 


daher ist 
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Hieraus folgt aber (93 , Satz 33) 

(o(a'x) =» 0, 
sodass wegen der zweiten Gleichung in (8) 

ist. Femer ist analog 

g>(a"a"0 •= 0, cö(a"a")«0, o(a"a;)-0, u.s.w., 

sodass also 

g?(a'ic) « q)(a^^x) «••.== q>(a^"'+^^x) — 0, 

ist. Der Relation (7) zu Folge bestehen also die Gleichungen 

( aiti + öa^2 + + öt>« - 


(9) 


Da nicht alle a^.^) in (7) Null sind, so ist also jede lineare Relation 
(7) zwischen den ^^^ die in Xi\l^ höheren als nullten Grades ist, selbst 
eine lineare Verbindung solcher linearen Relationen (9) zwischen den 
^,-, die von l^ \ X^ unahMngig sind. Sind nun jR^ « 0, JZ, = Ö, . . . JBr' = 
t' unabhängige Relationen zwischen den ^,, die von X^ \ X^ nicht ab- 
hangen, alle anderen linearen, von X^ \ X2 unabhängigen Relationen 
zwischen den ^,* aber lineare Verbindungen dieser r' Relationen, so ist 
nach Voraussetzung r' nicht grösser als r; r' kann aber auch nicht 
kleiner als t sein, da sonst aUe zwischen den rlfi bestehenden linearen 
Relationen sich durch weniger als z unabhängige Relationen linear 
ausdrücken Hessen. Folglich ist r'— t; die MinimalgradzoMen der Schaar 
X^q) + X^a sind mithin alle gleich Null, die Kronecker*schen In- 
ixiricmten der Schaar gleich Eins. 

Das Gleiche gilt für die singulare Schaar von symmetrischen 
bilinearen Formen X^q)(xy) + X^aixy) « ^(xy) (63). Man kann daher 
g>(xy) und m(xy) gleichzeitig linear so transformiren, dass r Variabele 
aus jeder Reihe von Veränderlichen wegüallen. Die hierzu nöthigen 
Substitutionen sind reell und in Folge der Symmetrie von tl^(xy) can- 
gruent (53). Man kann also die singulare Schaar von quadratischen 
Formen X^q) + X^o durch eifie reeUe, von X^ \ X^ unabhängige Substitution 
in eine solche transformiren, die nur noch » — r « r Variabelen ab- 
hängt. Die letztere wollen wir mit A^y + JIjS «=» ^ bezeichnen; die 
Schaar ^ ist, wenn man sie als eine von den wirklich in ihr auf- 
tretenden r Variabelen abhängige Schaar auffasst, ordinär, & ist 
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definit, weil o definit ist, also haben alle ET von |X]9 + ;i,äi| 
Exponenten 1^ bis auf die zur Basis X^ gehörigen, welche auch 
Exponenten 2 haben können. Nun sind aber die ET des Systems von 
|ili9-f <^G>| identisch mit den ETn von l^^^ + ^g^l; daher haben 
dieselben in der That die angegebene Beschaffenheit. 

Man kann nach 94 singulare Schaaren X^g) + l^co mit definitem o 
bilden 9 die von einer gegebenen Anzahl Yariabelen abhängen und 
— im Sinne unseres Theorems XXXVIII — vorgeschriebene Kron- 
ecker'^c^ tmd Weierstrass'sc^ Invarianten besitzen, sodass eine 
Klassifikation der singulären Paare quadratischer, von einer gegebenen 
Anzahl von Yariabelen abhängiger Formen tp^ o bei definitem cd 
möglich ist. Die Paare jeder Klasse ordinärer Formenpaare (94) sowohl, 
als singulärer Formenpaare können durch reelle lineare Substitution 
auf eine Normalform gebracht werden, die aus 94 zu entnehmen ist. 

§ 15. Lineare Elementartheiler. 

96. Wir sind im Laufe unserer Untersuchungen wiederholt Formen- 
schaaren begegnet, deren Determinanten nur lineare ET besassen. Im 
Folgenden wollen wir uns nun mit solchen Schaaren befassen, deren 
Determinanten (Eoefficientensysteme) überliaupt lineare ET haben. 
Wir werden dabei eine, im Wesentlichen von Cauchy* herstammende, 
Methode kennen lernen, die Stickelberger** benutzt, um von einer 
beliebigen Schaar quadratischer oder bilinearer Formen diejenigen 
elementaren Schaaren abzusondern, welche den linearen ETn der 
Determinante (des Eoefficientensystems) der Schaar entsprechen. 

Nach dem in 87 Auseinandergesetzten kann man Untersuchungen 
über die ET der Determinante einer Schaar XiÄ + X^B zurückführen auf 
solche über die ET der Determinante einer Schaar f— Xg. Man kann 
dabei die Umformung der Schaar so vornehmen, dass jedem zu einer 
bestimmten Basis aX^^+bX^ gehörenden ET des Systems von 

\X,Ä + X^B\ 

ein zur Basis X gehörender ET gleichen Grades desjenigen von 

entspricht. Dadurch werden viele Untersuchungen über ET bedeutend 
vereinfacht. — Noch eine zweite Bemerkung werde vorausgeschickt, 
ehe wir die S ticke Ib erger 'sehen Entwickelungen vorführen. Ist 

fi^y) ^ ^(^aßXaVß (a, /J - 1, 2, . . . n) 


• Cauchy, Exerc. de math. IV (1829), p. 140. 

•* Stickelb erger, a. S. 174 c. 0. § 7. Vergl. auch die Einleitung zu dieser 
Arbeit). 
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eine bilineare Form von 2n Variabelen, bedeutet femer fi(xy) die- 
jenige Form von 2m Variabelen, welche aus f dadurch hervorgeht, 
dass man ^ 

setzty dann kann man^ wenn die Determinante von fi{xy) nicht Null 
ist; m lineare Formen Ij; . . . Im von Xm+iy • • • ^ und m lineare Formen 
Vu- - ' Vnt von ym+i, . . • y« so bestimmen, dass 

von a?!, . . . a:^, tfif-Vm unabhängig ist. 

Dazu ist nämlich erforderlich, dass die 2m Gleichungen 

S-O. H-O (»»-1,2,...«,) 
erMIt sind. Führt man die Differentiation aus^ so erhält man aus 

ihnen a^m a=^n 




(^ = 1,2,... w); 


da aber ^± a^a^ . . .amm=^0 ist, so kann man hieraus die |a(i?a) 

als lineare Formen der Xa(ifa) berechnen; diese |a(i}a) erfOllen die ge- 
stellte Forderung. Ist aaß^aßa, so werden die || . . . Im dieselben 
Funktionen der ajm+i, . . . a:», wie die lyj, . . . i^m der ^m+i, • . . y«. 

a) Dies vorausgeschickt, sei nun f eine bilineare Form von 
2n Yariabelen mit einer Determinante \f\ vom Bange n— 1; ist alsdann 

(2) g-^baßXaVfi (a, /3«l,2,...n) 

eine weitere beliebige bilineare Form von 2n Yariabelen, so ist wegen 
I /*! — die Determinante i ^_ j i 

fär A =- gleich Null. Setzt man in \f\ 

adj. aa/j= Aa/tj 
so wird die Ableitung von | f— lg \ nach X für >L — gleich 

(3) -^haßÄaß («, /J - 1 , 2, . . . n). 

Die Determinante { /* — A^ | ist also durch eine höhere Potenz von X 
als die erste theilbar oder nicht, je nachdem (3) Null ist oder nicht. 
Genügen nun x^^ rr^, . . . Xnj yi, y^j - - - yn den 2n linearen Gleichungen 
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W 1;-^' Ä"=^ («-1,2,. .n), 

SO sind, wie leicht einzusehen ist, die Produkte Xayß proportional zu 
den Aaß. Ist daher für diese Xa^ tfa 

^haßXayß = (a, /J == 1, 2 . . . n), 

so ist auch (3) gleich Null, und X steckt zu höherer als erster 
Potenz in \f—Xg\] ist aber ^6« ^fl?ay/j=f=0, so verschwindet (3) nicht, 

und X steckt in \f—Xg\ nur zur ersten Potenz. Dieses benutzen wir 
sofort zum Beweise des Satzes von Stickelberger.* 

34) Wenn die Determinante der büinearen Form 

f'^^O'aßXay^ verschwindet, und die Form g ^^baßXayß für jede 

Lösung der Gleichtmgen 

NuH ist, so hat die Determinante If—Xgl (das System von \f—Xg\) 
keinen ssur Basis X gehörenden linearen Elementartheiler. 

Beweis. Der Rang von \f\ sei gleich m— 1; dann sind nicht alle 
Subdeterminanten (m — 1)**° Grades von If—Xgl durch X theilbar. 
Verschwinden daher alle Subdeterminanten m*^ Grades von \f—Xg\ 
identisch, so besitzt das System dieser Determinante überhaupt keinen 
zur Basis X gehörigen ET. Ist aber \f^Xg\ vom Bangem oder 
einem höheren Bange, so beweisen wir den Satz, wie folgt. Wir 
greifen eine Subdeterminante m^^ Grades des Systems von \f\ heraus, 
deren Subdeterminanten (m — 1)**^ Grades nicht alle Null sind; durch 
passende Anordnung der Yariabelen Xa, y,i können wir bewirken, dass 

diese Determinante m^^ Grades gerade ^± o^uflaa - » » ^wm wird. Seien 

femer /*^ und g^ die Formen, welche man erhält, indem man in f und 
g die Variabelen a^m+i; • • • i!P«, ym+i, - - -yn Null setzt. Verstehen wir 
jetzt unter x^, . . . Xmj yw" tf^ diejenigen Werthe von Xa, yay welche 
die Gleichungen 

^-0, ll-O (« = 1,2,...«.) 

befriedigen, dann verschwinden für diese Werthe von Xiy,..Xm, yi^-^yn 
und für iCm+i = • • • = a?» « 0, ym+i = • • • « y« « die Ableitungen von 
f nach den o^a, i(a(« » 1> 2, . . . n). Wir haben damit also eine Lösung 
der Gleichungen (4). Für diese muss nach Voraussetzung (^ » sein, 

* Stickelberger, I.e. S. XIII, Satz VI. 
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sodass Qi f[ir die eben bestimmten Werthe von x^y , . ,Xmy Vif - -jfm Null 
sein muss. Nach dem oben zu Anfang dieses Abschnittes a) Gesagten 
steckt also X in [f^ — Xg^l eu höherer, als erster Potenz, Zum gleichen 

Resultate gelangen wir, wenn wir unter ^± ^n ' • • cii,mm eine Sub- 

determinante m^^ Grades von \f\ verstehen, deren sammtliche Sub- 
determinanten (m — 1)**° Grades Null sind, da alsdann der für f^ und 
g^ gebildete Ausdruck (3) Null ist. 

Ist daher X' die höchste Potenz von A, welche in allen Subdeter- 
minanten m^^^ Grades von {f— Xg\ auftritt, so ist c> 1; in allen Sub- 
determinanten (m — 1)*«° Grades von \f^Xg\ kann aber nach Voraus- 
setzung X nicht auftreten; daher besitzt das System von \f'-Xg\ den 
ET A^ von höherem, als vom ersten Grade. Besitzt dasselbe noch weitere 
ET mit der Basis A, so sind dieselben nach Theorem I in 5 vom 
Grade e oder von höherem. Damit ist unser Satz bewiesen. 

b) Derselbe ist ein Specialfall des allgemeineren Theorems von 
Stickelberger:* 

XXXIX. Ist der Rang der Determinante der bilinearen Form 

f^^aaßXaJfii (a, /J « 1, 2, . . . n) gleich n — Z(?>0), sind 

(5) x^z, . . . a?„a, y^xy -- Vni (A — 1, 2, ... Z) 

je l unabhängige Lösungen der Gleichungen 

(4) -^-0, ^-0 (« = 1,2,. ..n), 

und ist m der Rang des Systems der P Grössen 

^^ \a, /J « 1, 2, . . . w' 

so hat die Determinante (das System der Determinante) 
[f- ^g 1, wo g ^^haßXalfß (a, /J — 1, 2, . . . n), genau 
m lineare Elementartheiler mit der Basis X, 

Vor Allem ist zu bemerken, dass die Zahl m unabhängig davon 
ist, welche l linear unabhängigen Lösungen der Gleichungen (4) ge- 
wählt werden. Wenn man nämlich statt der ursprünglich gewählten 
Lösungen l andere einführt, so ist dies gleichbedeutend mit eindt 
linearen Transformation der bilinearen Form 

^gxxUjtVx (x, A = l,2, . . .Q; 

durch eine solche bleibt aber der Rang von | g^cx \ ungeändert. 

Ist m » 0, d.h. verschwinden alle g^x, so behauptet unser Satz, 
dass das System von \f—Xg\ keinen linearen ET mit der Basis X 

* Stickelberger, I.e. Satz VII. 
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besitze. Da alsdann ^Kß ^a y,^ för aile Lösungen von (4) Null wird, 

so ist dies in der That nach Satz 34) der Fall. Unser Satz XXXIX ist 
daher ßlr w — sdion betmesm; wir setzen nunmehr w» > voraus. 

Öeht durch lineare Substitutionen P, Qy welche für die Xa lineare 
Formen der xi, f&r die y^ lineare Formen der y^ einführen , die Form f 
in F'^^aaßxLvß, die Form g in G = ^KßXaylt über, so bleibt 
die Zahl m ungeändert. Denn setzen wir für den Augenblick 

und die linearen Formen, in welche die faQx^) und f{y)a übergehen, 
bez. gleich f^x^) und f (y%, so sei für 


||-i^<.(A 

i|-W) 


f- CanfKx' 

••+da,f'{y' 


(a - 1, 2, . . . w), 

wo die Determinanten ^± c^ , . .Cnn und ^± d^ ... du« nicht Null 

sind. Nun hat man doch, um OjiXj d. h. um g^i für die transformirten 
Formen F und O zu bilden, zunächst die 2n Gleichungen Fa(x') « 
und F{y')a =- zu losen. Der Rang ihrer Determinanten ist n — ?, 
ebenso sind die Determinanten der Gleichungen/'a(a;')'=0 und/^(y')a«0 

vom Range n — i, da z.B. f in yif[{x^) + f- ynfl(x') durch die 

lineare Substitution P übergeht. Wir können und wollen daher als 
Lösungen arla, ... yli,... der Gleichungen Fa(a:') « 0, F(y')a^O 
diejenigen Werthe von Xa, yl wählen, welche den Werthen (5) ver- 
möge der linearen Beziehungen P und Q bez. entsprechen. Dann ist 
aber geradezu 

die Zahl m bleibt also in der That ungeändert. 

Da ferner die E T der Systeme von If—^g] und | -F — X G | 
übereinstimmen, so ist evident, dass unser Satz XXXIX bewiesen ist, 
wenn er für irgend eine zu f — Xg äquivalente Form F— XG bewiesen 
ist. Nun zum Beweise selbst! 

Sei von den Subdeterminanten des Systems der g^i gerade die 
Determinante ^± fl^ni/ig • • • Omm von Null verschieden. Dies kann 
durch passende Anordnung der Lösungen (5) stets erreicht werden. 
Sind die Formen f und g symmetrisch^ so kann man in (5) 

/A « 1, 2, . . . l\ 

Xal--yal ( ' ' ) 

\a«l, 2, ...w/ 
nehmen. Dann wird 
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also 

ffxx =* gxx'j 

d. h. das System der gjtx wird symmetrisch. Ist nun von vornherein die 
Determinante ^± ffn " » 9mm nicht von Null verschieden; so kann man 

die bilineare Form ^gaßUgVß durch congruente Transformationen in 

eine andere überf&hren^ fQr welche jene Determinante nicht Null wird. 
Dies geht unmittelbar aus Artikel 7 (vergl. Satz 6) daselbst) hervor^ wenn 
man die Elemente des Systems der g^x als ganze Funktionen einer 
Yariabelen vom Grade J^ull auffasst.'*' Man kann aiso, mit anderen 
Worten, im FdUe der Symmetrie von f tmd g die Lösungen (5) so 
wählen, dass Xax — tfax wwd ^'i: gn - -- gmm nicht NüU wird. 
Wir setzen nun 

\*) Pifi "^ Xifi, . . ' Pn/i ■= Xn/i] Qxfi *= yifif ' ' ' ?«/* ^ y^f* 

für ft = 1, 2; . . . 9n; alsdann wählen wir Grössen 

(8) piv, . . -Pnt] «iv, . . . «•* (v « m + 1, m + 2, . . . n) 

ganz beliebig; aber so, dass die Determinanten 

^±Pil . . . Pnn, ^±in • • • «nn 

nicht verschwinden. Das ist immer möglich, weil die Lösungen (5) 
unabhängig sind. Dann gehe durch die Substitutionen 

(9) Xa^PalXl-l hPanXl,, tfa'^qaiyiA h «««yi (« — 1, 2, . . . n) 

f—Xg über in F— XG, wo wieder F^^agßXJ^ß u.s. w. Dabei ist 

y = ji d sssn 

y=sl ' = 1 

Daher wird, wenn mindestens eine der Zahlen a, ß ^m ist, 

(10) alß « 0, 

da vorausgesetzt wird, dass die Grössen (7) den Gleichungen (4) ge- 
nügen. 

Nun hat man weiter 

a^sn ßsstn g-min ß=n 

(11) b!cx -'^^aßPaxqßx ^^^bgßXg^yßx = g*x 

g^lßmml a = l/y»l 

für Xy ^ = 1, 2, . . . w. Also ist 

• Vergl. auch Frobenius, Crelle's Journ. (77) Bd. 82, S.242; (96) Bd. 114, 
S.192. Gundelfinger, Crelle's Journ. (81) Bd. 91, S. 229. 
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man kann daher nach dem zu Eingang dieses Artikels Gesagten [vergl. 
Gleichung (1)], 

O - G^(x[ + ii, . . . a;« + g^; yl + %, . . .yi» + Vm) + G^ 

setzen^ wo li, . . . im nur von 

^m+l> • • • ^f 

%, . . . i?„ nur von f , 

2fm + l; • • • jf« 

linear abhangen, und wo G^ nur von den Variabelen xlnJ^i, • ' • ^n und 
ffm+ij ' • ' yL linear abhängt. Setzen wir deshalb in F— IG 

lyi + i?i — »i', »i + i?j- yi', . . . yi, + 1?« - ym,^ym+i- ym+i, . . . y« « y« 

und schreiben dann wieder a:i fQr xü, tfß för y^', so erhalten wir, da 
nach (10) die Form F nur von a^+i, . . . a?i, yi+i . . . yi abhängt, 

(13) -XG^ + F-XG^, 

wo Gj von Xi,...x!ny yif-ylnf F und ßj aber von a^ii+i, . . . a?«, 
ymi-i; • • • y« abhangen. Seiner Definition nach ist nach wie vor 

G^^^VaßxLy'ß (a, /J«l, 2,...m), 
sodass wegen (11) 

G^^yigafixly'ß («, /J«l, 2,...m) 
wird. ^^ 

Die Form (13) ist in die Theile — XG^ und F— XG^ eerkghar. 

Die ET ihres Eoefficientensystems sind daher diejenigen von |— AG^I 

und die des Eoefficientensystems von F—XG^ zusanmiengenommen. 

Die Form ^ XG^ kann nämlich nicht identisch Null sein, da | (r^ m= 

ist. Die Determinante |— iL 6^1 hat aber m lineare EI mit der 

Basis X. Eann man also nachweisen, dass das Koefficientensystem 

von F" XG^ keinen linearen ET mit der Basis X besitzt, so ist der 

Beweis unseres Theorems geliefert. 

Dieser Nachweis ist aber mittelst des Satzes 34) erbringlich. Wir 

zeigen einfach, dass G^ fwr jede Lösung der Gleichungen 

(^^) if"^' S"° (a=-m + l,...n) 

Null ist. Dann giebt es nach jenem Satze keinen ET 2 des Systems 

von IF-'XG^l. Angenommen nämlich 

35m+l, m+l, • • •a^n.m+l, ym+ 1, m+1; • • «yisw + l 

wäre eine Losung von (14), für welche G^ nicht verschwände. Als- 
dann mögen noch , ^ 

V « 1, 2, . . . w/ 

die Zahlen oder 1 bedeuten, je nachdem cc ^ ft oder a^ ii ist. Da 

Muth, Elomentartheiler. 13 
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ist far a «« 1, 2, . . . w, so stellen 

xiftf . . . xlfty yiftj , . . yl,i (fi =- 1, 2, . . . w) 
m unabhängige Lösungen der Gleichungen 

|^«0, I^^O (a-^1, 2,...n) 

vor; man kann aber sofort noch eine (m + 1)^ Lösung dieser Gleichungen 
angeben, nämlich 

^1, m+lj • • • ^n, mj yi, m+l; • • • Vn, »» + 1> 
WO ^ ^ 

ZU setzen ist f&r fi » 1, 2, . . . m. Bildet man nun für die Formen F 
und G ^ Gi + O^ die Ausdrücke g^x und bezeichnet dieselben ent- 
sprechend mit Gxif so wird 

G^x ^ Kx - 9xx (x, A « 1, 2, . . . m), 

femer 

Gn, m + l *= Gm + 1, 2 — (x, A — 1, 2, . . . f»), 

aber 

Gm+i, TO+i 4=0? 

da 

öm-fi, m+l = ö^jC^m+l, fn + l> • • • A^m+l, «9 3^m + l, m + l> • • • tfm + l, n) 

nach Voraussetzung nicht Null ist. Es ^be daher eine Subdeter- 
minante (m + 1)*^ Grades des Systems der G»a, die nicht NuU ist, 
nämlich 

^± öji . . . Gm + l, m + 1— G^m+1, m + 1 '^^ ^U • • • ^« 

— Gm+1, m+1 • ^ i fl'n • • • 9mm* 

Das System der O^ji hätte einen höheren Hang, als den Bang.mi was 
nach dem zu Anfang des Abschnittes b) Bemerkten nicht sein kann. 
Unsere Annahme ist daher unzulässig, G, verschwindet für jede Lösung 
der Gleichung (14). Damit ist unser Theorem vollständig bewiesen. 
Wir haben soeben die Schaar X^f + k^g in eine Schaar trans- 
formirt, die in die Theile X^F+ X^G^ und X^ G^ zerlegbar ist. Da 
nun |6ri!=4°0 ist, so lässt die Theilschaar X^G^y wie ohne Weiteres 
klar ist, sich auf die Gestalt 

bringen. Die hierzu nöthige Substitution lässt Ji^F + X^G^ unberührt. 
Daraus geht hervor, dass man in der That mittelst der hier ent- 
wickelten Methode eine beliebige Schaar A^/'-f X^g^ deren Eoef&cienten- 

system q lineare ET besitzt, in eine Schaar T^ + Tj H \- T^ + B 

transformiren kann, die in die Theile I\, . . . T^, B, zerlegbar ist, und 
in welcher 2\, T,, . . . T^ elementare ordinäre Theilschaaren vorstellen 
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derart, dass die ET von | Ti |, | T, (, . . . | Tg\ gerade jene q linearen ET 
vorstellen. 

Wir haben nns zum Schlüsse mit dem Falle zu beschäftigen, wo 
fund g symmetrische bilineare Formen sind. Zunächst erhält man, wenn 
man f und g symmetrisch annimmt aus 34) und XXXIX zwei Sätze über 
quadratische Formen (63), die man selbst aussprechen wolle. Da femer 
im Falle der Symmetrie oben Xai = yax angenommen werden konnte, 
so kann man hier die Transformationen (9) congruent nehmen so- 
dass JF* und O ebenfalls symmetrisch werden; die weiteren Trans- 
formationen (12) sind aber ebenfalls congruent (vergl. den Anfang dieses 
Artikels), sodass schliesslich auch G^ und 0^ symmetrisch werden. 

Gl kann aber in Xiyi + h (cZy^ durch congruente Transformationen 

übergeführt werden (Satz 19 in 76). Aus Allem diesen geht hervor, 
dass durch die eben entwickeUe Methode von jeder Schaa/r von quadratischen 
Formen diejenigen elementaren Schaaren abgespalten werden können, Kelche 
den linearen ETn ihres Koefficientensystems entsprechen. 

Wir haben in den letzten Paragraphen — abgesehen von vor- 
stehendem Excurse über lineare ET — zahlreiche algebraische An- 
wendungen der Weiers'trass'schen und Eronecker'schen Theorieen 
gebracht. Wir geben nun im Folgenden eine Anwendung, welche die 
Weierstrass'schen Entwickelungen im Gebiete der linearen Differential- 
gleichungen finden. 

§ 16. Integration eines Systems linearer Differentialgleichnngen 

mit konstanten Koefflcienten.* 

97« Wir verstehen im Folgenden unter x^, oc^j , . , Xn Funktionen 
einer unabhängigen Veränderlichen t. Ist für n solche Funktionen 
ein System von n linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koefficienten gegeben, so lässt es sich immer auf die Form 

bringen, wo die aa^ but Eonstante vorstellen. Denn treten in den 

gegebenen Gleichungen höhere Ableitungen, tritt z. B. i auf, so setzt 

dt* 
man ^a-, 

dt ^' 
^^^^^^^ d*x. da^. 


dt* dt 
wird. Dadurch erhält man ein System von n -f 1 Gleichungen für 
w -f 1 Funktionen oTi, . . . o?,-, a;5, . . . o:«, in welchem nur die erste Ab- 
leitung von xi auftritt, u. s. w. 

* Weierstrass, Ges.W. Bd. II, S. 76 — 76. 
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Wir können erstens voraussetzen, dass die n Gleichungen (1) un- 
abhängig sind; zweitens dürfen wir voraussetzen, dass sich unser 
System (1) in kein anderes uniformen lasst, in dem weniger als n un- 
bekannte Funktionen Xi von t auftreten. 

Nun componiren wir das System (1) mit n unbestimmten Kon- 
stanten y^, y^} • ' ' y»- ^^ erhalten dann 

^^iJt-äry'^ =2^a Xi yk (i, t - 1, 2, . . . n) 
oder, wenn wir 

^aikXijfk = (p(xy), ^bjtXjyjt « rlf(xy) {i, fc = 1, 2, . . . n) 
setzen, 

(2) '-^l^-H^y). 

Die Determinante der bilinearen Form (p(xy) der Veränderlichen 
^if ' ' ' ^) tfi) ' ' ' y^^ ^^^ nicht gleich Null. Wäre nämlich \q)\^0, 
dann konnte man den unbestimmten Grössen yk solche Werthe bt 
geben, dass q>(xb) = 

wäre. Dann wäre nach (2) 
(3) t(xb)'^0. 

Wäre nun ilf(x 6) für aUe Werthe von x^, sCj, . . . Xn Null, so bestände 
zwischen den Gleichungen (1) eine lineare Relation, was gegen unsere 
erste Voraussetzung Verstössen würde. Daher ist ifQcb) in denXi nicht 
identisch Null. Man kann also vermöge (3) eine der Funktionen Xi durch 
die übrigen n — 1 linear ausdrücken. Unter der Annahme { 9 { » liesse 
sich mithin das Gleichungssystem (1) in ein solches imiformen, das 
nur n — 1 unbekannte Funktionen Xi von t enthält, gegen unsere zweite 
Voraussetzung. Die Determincmte von q> ist also von Null verschieden. 
Wir können daher, wenn 

die sämmtlichen E T der Determinante | A 9 — tf; { vorstellen, nach 
Artikel 46 (Schluss) durch lineare Substitutionen q>{xy) und t(xy) 
gleichzeitig bez. in 

überführen. Dabei ist 

(Xo Ya\ -^Xa^ Yo. (ft + 1/ « 6a - 1), 

und (XaTa\^i für 6a =«1 gleich Null zu setzen; femer ist 

^ + Cg H h ^m «=- w. 


Integration eines Systems linearer Differentialgleichungen. 197 

Diircli diese Substitution geht die Gleichung (2) in 

über. Ausführlicher lautet diese Gleichung 

a (^+r=e^— 1) a {ji-^t^e^^l) a (/i+v^*^— 2) 

Nun gilt aber die Gleichung (2) f&r beliebige Werthe von 

?! ; y« 7 • • • y»? 

also gilt Dasselbe fOr die Gleichung (4) und die Ya^, und es folgen 
daher aus (4) die n Gleichungen 

(<^ « 1, 2, . . . m). 

Dieses System von n linearen Differentialgleichungen , in welches 
wir das gegebene umformt haben^ zerfallt in m Gruppen von Gleichungs- 
systemen; jede Gruppe entspricht einem ET von \lq>'-tl^\ und ent- 
halt soviele Gleichungen, als der Exponent des zugehörigen ETs angiebt. 

Dasselbe kann aber sofort integrirt werden. Setzen wir nämlich 
in (5) kürzer 

so erhalten wir 

Nun bedeute e die Basis der natQrlichen Logarithmen; multiplicirt man 
jede der Gleichungen (6) mit c~<^', so ergiebt sich 

und hieraus durch Integration der ersten Gleichung, wenn Ai, A^, , . . 
Konstante bedeuten, -xr a ^a 

wegen der zweiten Gleichung in (7) somit 

und weiter durch Integration 
analog folgt 

u. S.W., schliesslich 


(6) -^tt^^^u -ät^^^+^w- -Tr^cX.+ X,^i. 


198 §1«. Ö7-§17, 98. 

So verfährt man mit jeder der m Gruppen. Damit ist das System (5) 
integrirt, aber auch wegen des bekannten linearen Zusammenhangs 
zwischen den X^fi und Xi das System (1). Die Eonstanten Ä^^A^f*.. 
sind die Werthe^ die X^^X^, . . . för j » annehmen. Vermittelst 
eben dieser linearen Gleichungen kann man also auch die Eonstanten 
A^y ^; . . . aus den Werthen berechnen^ die x^^^x^^ ---Xn f&i* ^ — * 
annehmen sollen. 

Besonders einfach gestaltet sich die Integration unseres Systems^ 
wenn \Xq> — '^\ nur lineare ET besitzt. Alsdann ist 

und man erhält n Gleichungen von der Gestalt 

imd hieraus 

Nach dieser Anwendung der ET in der Analysis geben wir eine 
grössere geometrische Anwendung der ET, bei welcher namentlich 
die Resultate des § 11 über ähnliche Formen benutzt werden.* 


§ 17. Elassiflkation der CoUineationen in einem Räume 

beliebig hoher Dimension. 

98. Wir betrachten zwei n-dimensionale Räume 12 und R\ in 
denen wir uns lineare Goordinaten eingefOhrt denken, unter 

* Im Anflchlnsfl an obige Entwickelangen von Weierstrass sind zu nennen 
die Arbeiten von Hörn: üeber ein System lin. partieller Di%l., Aciamath. Bd. 12; 
Beiträge znr Ausd. der Fuchs'schen Theorie n. s. w., Acta math. Bd. 14; Ueber 
Systeme lin. Diffgl. mit mehreren Yeränderl., Habilitationsschrift der Univ. Frei- 
barg, 1S90 (Berlin, Mayer a. Müller); Zar Theorie der Systeme lin. Diffgl. mit einer 
anabh.yeranderl., Math. Ann. (91) Bd. 89 u. (92) Bd. 40 ; Zar Integr. der Systeme tot. lin. 
DiffgL mit zwei imabh. Yeränderl., Math. Ann. (92) Bd. 42; üeber die Beihenentw. 
der Integr. eines Systems von Diffgl. a.s.w., Grelle *s Joam. (96) Bd. 116 a. (97) Bd. 117 
(S. 104 a. S. 264). — Darchweg verwendet die ET. San vage: Theorie g^n. des 
syst^mes d'^qaations diffär. lin. homog., Paris, Gaathier-Yillars, 1S96. Eine 
wichtige Anwendung finden die ET im Gebiete der linearen Diffgl. in der 
Theorie der Fnndamentalgleichang. Yergl. hierzu das Lehrbuch von L. Heffter: 
Einleitung in die Theorie der lin. Diffgl. mit einer unabh. Yariablen, Leipzig 1894, 
Kapitel XI u. ff. Daselbst findet man die weiteren bisher gehörenden Litteratur- 
angaben, denen wir noch den Hinweis auf Schlesinger, Bemerk, zur Theorie 
der Fundamentalgl. , Grelle 's Joum. (96) Bd. 114 hinzufilgen. — Endlich heben 
wir noch eine Anwendung des Theorems XXXYI auf ein physikalisches Problem 
hervor, die Weierstrass [BM 1868, 8. 207 ff. (Ges. W. Bd. I, S. 283 ff.)] gegeben hat. 
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Terstehen wir allgemein homogene Coordinaten eines Punktes x von Ry 
unter w^jugl ••• jwi+i homogene Coordinaten einer Ebene w' von R'* 
Zwischen den Räumen R und 12' wird dann durch eine Gleichung 

(1) ^aikXiu'u^O (i,ft-l,2,...n + l) 

eine coUineare Beziehung hergestellt, vermöge welcher dem Punkte x 
von jß der Punkt x' von R' mit den Coordinaten 

(2) Qx'f^anXi 

i 

und der Ebene u' von Jß' die Ebene u von jß mit den Coordinaten 

(3) tfUf-^a^twi 

h 

entspricht /-^wo q und 6 weder Null noch unendlich sind. 

Ist die Determinante A der bilinearen Form ^a<tg,Uj[ nicht 
Null, und ist in ^ adj.a,»«^*, 

so folgen aus den Gleichungen (2) und (3) bez. Gleichungen 

(4) tXi^^Aax'k 
und * 

(5) mul ^^An m,, 

wo t und a endlich und nicht Null sind; (4) stellt die ümkehrung 
der Beziehung (2), (5) die der Beziehung (3) vor. Die beiden Be- 
ziehungen (4) und (5) werden gleichzeitig durch die bilineare Gleichung 

^Aij.xlUi'^O 

dai^estellt. Einem linearen Gebilde (Raimie) beliebiger Dimension von 
Punkten oder Ebenen des einen Raumes entsprechen coUineare lineare 
Gebilde (Räume) gleicher Dimension des anderen. Eine Collineation 
dieser Art heisst eine nicht ausartende oder eine ordinäre Collineation. 

99. Wir müssen uns etwas eingehender mit dem Falle beschäftigen, 
wo J. =» ist. Sei also A^O und » — ä + 1, wo h eine der Zahlen 
1, 2, ... n, der Rang von A Alsdann sind die n + 1 Gleichungen 

* Im Falle fi»l bedeuten u{\ui^ wenn z B. E' eine gerade Ponktreihe 
(Gerade) ist, die Eoefficienten eines Punktes (Pasch, Math. Ann. [84] Bd. 28, 
S. 419), im Falle n « 2 bedeuten u{ { u^ | «5 die Coordinaten einer Geraden u', wenn 
%.B. R' ein ebenes System (eine Ebene) vorstellt. 
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(6) ^anVi-O 

i 

durcli n + 1— (w — Ä + 1) — Ä lineare unabhängige Relationen ver- 
knüpft. Daher existirt in jf{ ein lineares Gebilde (ä — !)*•' Dimension 
Pa_i* derart, dass aUe Punkte y von P*— i die Gleichung (6) be- 
friedigen; diese Punkte y heissen singulare Punkte des Baumes ü, 
Ph^i heisst ein singuläres lineares Gebilde (singulärer linearer 
Baum)'^ von Punkten in 12. Analog werden die Gleichungen 

(7) ^aij,v[^Q 

k 

durch die Ebenen t;' eines linearen Gebildes Qi — 1)^' Dimension 
TTa^i des Baumes 12' befriedigt; diese Ebenen v' heissen singulare 
Ebenen von 12'; TTa-.i heisst ein singuläres lineares Gebilde 
(singulärer linearer Baum) von Ebenen in 12'. 

Seien nun xx^ homologe Punkte unserer Collineation; dann be- 
stehen die Gleichungen (2), aus denen durch Composition mit 

t?i 1 1?2 1 . . . I vi 

k i k 

folgt. Ist nun t;' eine singulare Ebene von 12', so ist wegen (7) 

(8) Q^xl vi = 0, 

k 

also ist entweder p -» oder 

(9) fl;{t;l + ...4-a4+it?:+i«0; 

d. h. es entspricht vermöge der singulären Collineation (2) jedem 
Punkte von 12 ein bestimmter Punkt rr' von 12', der nach (9) auf allen 
Ebenen des Gebildes*** TTj[^i, mithin auf dem Tritger dieses Gebildes 
liegt, es mtlsste denn x ein singulärer Punkt des Baumes 12 sein; 
dann sind die Gleichungen (2) bei beliebigen Xi wegen (6) durch p — 
erfallt; mit anderen Worten, x' ist ganz unbestimmt. Umgekehrt: Ist 
x' in 12' gegeben, und wird der Punkt x von 12 gesucht, welchem x' 
vermöge (2) entspricht, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Liegt 
erstens x' nicht auf allen Ebenen des Gebildes TTi.i, so muss 


* Im Falle A»l ein einzebier Punkt. 

** Segre, Sulla teoria e suUa classificazione delle omografie in ano spazio 
lineare ad un numero qualonque di dimensioni, Reale Acad. dei Lincei (84), Serie Sa, 
Bd. XIX, S. 6. Vergl. diese Arbeit auch im Folgd. 

*** Der Zusatz „ linear ^^ bleibt in Folgd. zuweilen weg, da überhaupt hier 
nur lineare Gebilde auftreten. 
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wegen (8) (» -» sein; aus den Gleichungen (2) und (6) geht dann 
unmittelbar hervor^ dass jeder singulare Punkt von B homolog zu x* 
ist. Liegt aber zweitens x' auf dem Trager des Baumes TTa^i^ 
dann sind wegen (7) und (9) die Gleichungen (2) durch h linear un- 
abhängige Relationen verbunden, man hat fär die Unbekannten 

also n + l'-h Gleichungen, und es giebt daher im Baume 22 ein 
lineares Gebilde Sk von der Dimension h, dessen Punkte sämmtlich 
zu x' homolog sind. Dieses lineare Punktgebilde Sk muss das Ge- 
bilde Pa—i enthalten, weil jedem Punkte von P*— i alle Punkte von B' 
entsprechen. Analoges gilt für homologe Ebenen. Eine Collineation 
der eben betrachteten Art heisst eine singulare Collineation 
%*«' Species.* Wir stellen ihre Eigenschaften nochmals zusammen: 

Es entspricht bez. entsprechen 

einem Punkte von B im AUg ein Punkt von B\ der auf dem 

Träger des singularen Gebildes 
T\Ui liegt; 

einem Punkte von P' im Allg. . . . alle Punkte des singularen Gebildes 

Pa-1 in P; 

einem Punkte von P*— i in P . . . alle Punkte von P'; 

einem Punkte von P, der auf dem. . . die Punkte eines linearen Gebildes 
Träger von TTi«i liegt 8h von P, das Pa-i enthält; 

einer Ebene von P im Allg alle Ebenen von TTi— i; 

einer Ebene von P' im Allg. . . . eine durch Pa~i gehende Ebene 

von P; 

einer durch Pa^i gehenden Ebene. . die Ebenen eines linearen Gebildes 
von P Zi von ä**' Dimension in P', 

welches TTj[.i enthält; 

einer Ebene des Gebildes TTa^i . . . alle Ebenen von P. 
von P' 

100. Die durch P*— i gehenden Gebilde Sh (h <n) sind die Ele- 
mente eines linearen Gebildes (n — h)^ Dimension, und diese sind 
durch die betrachtete singulare Eollineation collinear (projektiv) auf 
die Punkte des Trägers des Gebildes TTa^i** bezogen, die ein lineares 
Punktgebilde (n — h)^ Dimension constituiren. Analog sind die das 
Gebilde TTa^i enthaltenden Gebilde Za die Elemente eines linearen 
Gebildes (n — h)*^ Dimension, und diese Elemente sind vermöge 

* Segre, I.e. S. 7. 
** Bez. bei A =» 1 auf die Punkte der Ebene TT^. 
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der singulären Collineation collinear (projektiT) bezogen auf die 
Ebenen, die den Trager von Pa^i bilden.* Beide Beziehungen sind 
nicht Singular, d. h. sie werden durch lineare Gleichungen vermittelt^ 
deren Determinanten nicht Null sind; jede derselben ist die Folge der 
andern. Z. B. hat man f&r n + 1 » 4, also im gewohnlichen Baume, 
bei einer singulären Collineation erster Species einen singulären Punkt P^ 
in B und eine singulare Ebene TT^ in B\ Zwischen dem Bündel Pq 
und dem ebenen Systeme TTg wird durch die singulare Collineation 
eine collineare (nicht singulare) Verwandtschaft hergestellt. Jedem 
Strahle it von Pq entspricht ein Punkt p von TT^ dadurch, dass allen 
Punkten von x durch (1) ein und derselbe Punkt p auf TT^ zugeordnet 
ist, U.S.W. — 

Ist wieder die Determinante Ä vom Range n — Ä + 1 -= r, so kann 
man die (^n + 1) linearen Formen 

i 

als lineare Formen von r unabhängigen linearen Formen 
darstellen, wo «?«?...« 

Die Collineation A^' Species (1) lässt sich daher auf die Form 

bringen, wo die 

wL(«) - ui a[*^ + t4 4''^ + . . . + til+i alrii 

lineare Formen der u^ bedeuten. 

Die Punkte, welche die Gleichungen 

ß?)»0, a?>-0,...«L^^-0 

befriedigen, sind die Punkte des Gebildes P^^i, die Ebenen, welche 
den Gleichungen , , 

Wa<*^ "=* 0, Ua^^^ — 0, . . . Uair) =» 

genügen, sind die Ebenen des singulären Gebildes TTa^i. Diejenigen 
Punkte, welche die Gleichungen 

befriedigen, erfüllen ein Gebilde S^ von h^* Dimension; allen diesen 
Punkten ist durch die collineare Beziehung (10) ein und derselbe 

* Bez. bei A » 1 auf die Ebenen des Punktes Pq. 
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Punkt a^**) zugeordnet; u. s. w. Man kann also jetzt sofort r durch Pa-.i 
gehende Gebilde 5a und die ihnen entsprechenden Punkte a^^^, a<^>. . . d^"^ 
auf dem Träger T von TT/^i angeben; die Coordinaten dieser r Ge- 
bilde äk^j . . . fiir^ sind unabhängig. Entspricht daher einem (r + 1)^^ 
Gebilde ^h'^^\ das Pk^i enthalt^ und dessen Coordinaten nicht linear 
abhangig sind von denjenigen von r — 1 der Gebilde ^h\ . . • Sh\ 
der Punkt a^'"^^^ von T, so ist durch die Zuordnung der Elemente d^^ 
und 5i'\ a^*^ und Si^ . . . a^""^'^ und iSi''+*^ gerade die collineare, nicht 
singulare Beziehung festgelegt^ welche durch die singulare Collineation 

(I) zwischen den Elementen des Gebildes (n — A)^' Dimension mit 
dem Träger Pa^i und den Punkten des Trägers von TTa^i hergestellt 
wird. Ist umgekehrt ftlr ein bestimmtes n und h (h< n) eine col- 
Uneare, nicht singulare Beziehung dadurch gegeben^ dass den Elementen 
iS?\...SA^"*''^ eines Gebildes (n — ä)**' Dimension von B der oben be- 
schriebenen Art bez. die Punkte d^\ . . . a('*+^) eines linearen Punkt- 
gebildes (n — A)^' Dimension von R zugeordnet sind, so giebt es eine 
singulare collineare Verwandtschaft ä*®' Species zwischen R und R\ 
welche diese nicht singulare Collineation zwischen den beiden Ge- 
bilden (n — A)^' Dimension herstellt. In der That werden dann durch 
eine bilineare Gleichung von der Gestalt der Gleichimg (10) den 
Elementen 8k\ . . . 8^^ die Punkte d^\ . . . d'^ bez. zugeordnet bei 
noch willkürlichen Qi, - - - Qr- Verlangt man dann weiter , dass dem 
Elemente Sf"*"*^ der Punkt a^'^) entspreche, so bedingt dies (r — 1) 
Gleichungen fOr die homogenen Veränderlichen Qi^'-Qr] diese sind 
also bestimmt. Die so erhaltene Collineation (10) ist aber eine 
singulare Ä*" Species. 

lOL Wir betrachten von nun an eine beliebige Collineation (1) 
zwischen zwei aufeinanderliegendm (conjektiven) Räumen R und R' von 
n^ Dimension. Um die Punkte x zu bestimmen, die mit ihren 
homologen zusammenfallen, hat man dann die (n + 1) Gleichungen 

(II) ^Xk^^atjtXi 

i 

zu lösen. Um dies auszuführen, muss man bekanntlich zuerst die 
charakteristische Gleichung 

(12) A(A) = |;L-aa|«0 

der Collineation auflosen. Diese hat im Allgemeinen n + 1 ver- 
schiedene Wurzeln c^, Cg, . . . C/,+i. Für A « Ci(i « 1, 2, . . . n + 1) 
werden die n + 1 linearen Gleichungen (11) lösbar; daJier besitzt eine 
CoUineation im n-dimensiondlen Räume im *AUgemmien w + 1 Doppel- 


204 §17,101-102. 

punJcte. Es kann sich nun aber ereignen^ dass einer Wurzel mehr als 
ein Doppelpunkt entspricht. Verschwindet nämHch für X « Ci nicht 
nur A(>1)^ sondern sind auch gleichzeitig alle Subdeterminanten 
(w — Ä + 2)*^ Grades von A(>1) gleich Null, aber nicht alle Subdeter- 
minanten (n — Ä + 1)*** Grades^ dann sind ftlr X = Ct die Gleichungen 
(11) durch h unabhängige lineare Gleichungen verknüpft; daher giebt 
es oo*—^ Doppelpunkte, die ein lineares Gebilde (ä —■ !)*•' Dimension 
erfällen. Alle die verschiedenen linearen Gebilde von Doppelpunkten, 
die auf diese Weise den verschiedenen Wurzeln der Gleichung A(>1) = 
entsprechen, heissen die Fundamental-Punktgebilde (Fundamen- 
talräume von Punkten) der CoHineation.* Analog erhält man 
durch Auflösen der Gleichungen 

(13) Xui^^aijtUi 

k 

die Fundamental-Ebenengebilde (Fundamentalräume von 
Ebenen) der Collineation.'*^ Im allgemeinen Falle bestehen die 
ersteren Gebilde aus n + 1 einzelnen Punkten^ die letzteren aus n + 1 
Ebenen; diese n + 1 Ebenen sind die Ebenen , welche durch je n von 
den n + 1 Doppelpunkten bestimmt werden.*** 

Ist die Collineation eine singulare h^' Speciea, so ist Pa-.i eines 
der Fundamental-Punktgebilde, TTa-.i eines der Fundamental-Ebenen- 
gebilde; beide Gebilde entsprechen der Wurzel A -« der Gleichung 
A(X) « 0. 

102. Nach dem Satze 22 in 81 giebt es eine (nicht ausartende) 
Reciprocität (Gorrelation) C, welch die Collineation (1) in sich selbst 
transformirt. Entspricht vermöge dieser Reciprocität dem Punkte x 
von R die Ebene v' = t?i| Va |. . . | vi+i von R\ der Ebene w' von R' 
der Punkt J/ ■* ^i | y^ | . . . j J^n+i von 2?, so ist also 

(14) Sjai jt Xi ui '^^ai * y, vi 

Entspricht daher weiter vermöge C dem Punkte oi von 2?' die Ebene 

«;«t?i|t7j|. .-IVn + l 

von jR, so ist bei ^a/i a?* w* = wegen (14) auch ^g» > y, t?i =« Oy 

* Yeroneae, Ann. d. math. (83) Serie 2a, tom.XI, p. 115. 

** Fnndamentalgebilde 0^^ Dimension (Fundamentalelemente) sind also die 
einzelnen Doppelpunkte bez. Doppelebenen. 

*** Im Falle n = l oder n = 2, also z.B. fär aufeinanderliegende coUineare 
gerade Punktreihen oder ebene Systeme erleiden obige Ausführungen selbst- 
verständliche Modifikationen. 
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d. h. der Ebene v* von 2?' entspricht durch die Collineation (1) die 
Ebene v von B. 

Ist X ein Doppelpunkt der Collineation (1)^ so ist für einen ge- 
wissen Werth d von X nach (11) 

^^^* **5 ^^^^ * ^•' ^* 

bei beliebigen u\] daher ist^ da durch die Beciprocitat C die Form 
a?iMiH |-ar^+i«*«+i iny^riH hy»+i«?»-fi übergeht, 


^••^y» ^i — ^gj * y< «i 


bei beliebigen j^,-; t;' ist daher eine Doppelebene der Collineation (1), 
und es gilt somit der Satz: 

d) Die Fund(mtent(d' Punktg^nlde und Ikindamental'Ebenengebüde, 
die einer und derselben Wurzd der Gleickimg A (X) « ent- 
sprechen, sind homologe Gebilde einer BeciprocUM. 

Nun seien c^ und c^ zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
A(X') = 0; o; — a/ sei ein q entsprechender Doppelpunkt, u^u^ eine 
c^ entsprechende Doppelebene unserer Collineation; dann ergiebt sich 
aus (11) und (13) durch Composition mit u^ | . . . | tt^+i bez. mit 


Ci > 'a:* Uk -= > «.- * Xi Uly 

c^^Xi Ui ^^anXiUi. 

Hieraus folgt . \/ , . \ r^ 

(^ — Cg) (M^a^ H h t*«+iÄ^+i) ^ 0. 

Da aber c^ »j» c^ ist, so muss folglich 

sein. Also: «i^ + - +«»+i^.+i-0 

&) Jedes ISmdamevdal'FufJdgebü^ liegt in den Trägem aller nicht 
0U ihm homologen Fundamental' Ebenengebilde.* 

Man spreche auch den dualen Satz aus. 

Wir wollen einen weiteren Satz über die Fundamentalgebilde ab- 
leiten. Die Verbindungsgerade zweier homologen Punkte x^xf** ent- 
halt den Punkt mit der Gleichung 

Aj VwJ Xi + ^2^ai k Xi wi — 

in Ebenencoordinaten Uk. Soll derselbe in einer bestimmten Ebene v 
liegen, so muss 

* Segre, 1. c. S. 16. 
** Das lineare Punktgebilde erster Dimension, das x und x' enthSJt. 
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^ ^^< ^» + ^ ^(hhXiVk = 

sein. Daher schneidet die Gerade xx^ die Ebene v im Punkte p mit 
der Gleichung 

(15) ^wi ^/ ^OihXi vt —^^i Xi^üikXi Uk = 0. 

Ist insbesondere v eine zur Wurzel d Ton A(A) » gehörige Doppel- 
ebene , so ist nach Obigem 

(16) Ci ^Vi Xi ^^aikXi Vk 

bei allen a?,-. Aus (15) und (16) folgt aber 

(17) Ci^u'iXi-^anxM « 

als Gleichung von p. Diese Gleichung ist nicht von v abhängig. 
Daher gehen alle Ebenen des zu Ci gehörigen Fundamental- Ebenen- 
gebildes durch p. Also triöt die Gerade xx' den Träger dieses Ge- 
bildes; d war aber eine beliebige Wurzel von A(>L) « 0. Also: 

c) Die Verhindu/ngsgeraden homologer Ptmkte der CoUineation treffen 

die Träger sämmÜicher Fundamental' Ebenengebilde. 

Entsprechen den (verschiedenen) Wurzeln Cj und c^ Fundamental- 

Ebenengebilde mit den Trägem 2\ und T^, so hat man für die 

gemeinsamen Punkte p^y p^ der Geraden xx^ und der Trager 7\ und 

T^ nach (17) bez. die Gleichungen 

Ct ^u\ Xj — ^atk Xj Uk — 0, Ci^u'iXi—^OikXiUk => 0. 

Das DoppelverhaUniss der vier Punkte xx'p^p^ ist daher gleich -; das- 

selbe wird bez. oo, wenn eines der Fundamental- Ebenengebilde zugleich 
das singulare Ebenengebilde einer (singulären) CoUineation vorstellt. 

Man bezeichnet das Verhältniss zweier (verschiedenen) Wurzeln 
von A(>1) — als eine absolute Invariante der CoUineation (1), 
vorausgesetzt, dass die CoUineation nicht singulär ist. Ist die Col- 
lineation (1) singulär^ so sind die Verhältnisse je zweier unter sich und 
von NuU verschiedener Wurzeln von A(A) — als absolute Invarianten 
der CoUineation aufzufassen. Besitzt eine CoUineation m unabhängige 
absolute Invarianten , so bezeichnet man irgend welche m unabhängige 
Invarianten derselben kurz als die absoluten Invarianten der ColUneation. 
Im AUgemeinen besitzt eine ordinäre CoUineation (1) n^ eine singulare 
CoUineation Ä**' Species (1) n — h absolute Invarianten. 

Die absoluten Invarianten bedeuten nach dem Vorhergehenden 
Doppel Verhältnisse von Punkten. Man kann aber, indem man die 
dualen Betrachtungen anstellt, die absoluten Invarianten auch als 
Doppelverhältnisse von vier Ebenen deuten. Es ergiebt sich so endUch, 
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dasB die Punktreihen^ gebildet aus zwei homologen Pankten x^x^ und 
den Treffpunkten der Geraden xx' mit den Triigem der Fundamental- 
Ebenenräume projektiv sind unter sich und auch zu den Ebenenbüscheln^ 
gebildet aus zwei homologen Ebenen UyU' und den Ebenen, welche 
das EbenenbüBchel uu' und die Träger der Fundamental -Punkträume 
mit einander gemein haben. 

Von Wichtigkeit ist schliesslich noch der Satz: 

d) Zwei Fundamentalgebüde gleicher Art haben niemals ein Element 

gemein. 

Denn wäre -^^ ^-t 

Ci Xt — > a^a?,-, c, X]t '"y^ik^if 

so wäre 

also, wenn Ci^c^y 

a?! « rCj = • • = Xk-^i = 0, 

während nicht alle Xk Null sind. 

Liegt der Punkt x auf der Doppelebene Vy so liegt nach (16) auch 
der zu x homologe Punkt x' auf v. Auf jeder Doppelebene v wird 
also durch die CoUinealion (1) eine collineare Beziehung K hergestdU. 
Fundamental-Punktgebilde derselben sind alle diejenigen der Col- 
lineation (1), welche nicht dem Fundamental -Ebenengebilde entsprechen, 
welchem v angehört (Satz b). Fundamental-Punktgebilde von K sind 
aber auch diejenigen Punktgebilde, in welchen unsere Doppelebene v das 
entsprechende Fundamental-Punktgebilde schneidet^; ausser den Punkten 
dieser Gebilde sind keine anderen Punkte von v Doppelpunkte der Col- 
lineation K. — Analoges gilt, wenn man anstatt einer Doppelebene v 
den Schnitt mehrerer Doppdebenen dessdben Fundamentalraumes in Be- 
tracht zieht. — Endlich fasse man noch die Collineation in's Auge, 
welche durch (1) auf dem Träger T** eines Fundamental- Ebenenraumes 
hergestellt wird. Fundamental-Punkträume derselben sind alle die- 
jenigen von (1), welche nicht dem betrachteten Fundamental-Ebenen- 
raume entsprechen (Satz b), und dann noch das Gebilde der ge* 
meinsamen Punkte . von T und dem entsprechenden Fundamental- 
Punkträume, falls gemeinsame Punkte überhaupt existiren. — Die zu 
vorstehenden reciproken Betrachtungen wolle man selbst anstellen. 

103. In der bilinearen Form ^ajkXjUky die wir mit f(xu') be- 
zeichnen wollen, sind die Veränderlichen Xi und ujt als Punkt- bez. 


• Vorausgesetzt, dass letzteres Gebilde kein einzelner Punkt ist. Vergl. 
Satz e auf S. 212. 

*♦ Falls T kein Punkt ist; ist T ein Punkt, so ist es ein Doppelpunkt der 
Collineation. 
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Ebenencoordinaten contragredienie Yariabele. Geht daher die Form 
f(pcu^) durch eine Goordinatentransformation im Räume ü — JR' oder 
eine projektive (collineare oder reciproke) Umformung des Baumes 
JR«ii' in eine Form F{XU') über, so sind f(xu') und F{XU') 
ähnliche bez. duale Formen (30), imd somit stimmen die ET ihrer 
charakteristischen Determinanten überein; stimmen umgekehrt die ET 
dieser Determinanten für zwei bilineare Formen überein, so sind die- 
selben ähnliche bez. duale Formen (Theorem XXI und XXV). Wir 
bezeichnen die charakteristische Determinante der Form f(xu') zu- 
gleich als die charakteristische Determinante der Collineation 
f(xu') — 0, die Charakteristik der Form f(xu') mit contragredienten 
Veränderlichen (78) zugleich als die Charakteristik* der Col- 
lineation f{xu') — 0. 

Die Collineation (1) habe die Charakteristik 

(18) [(ei, 6;,...6i*.-i)) (es, ei,...ef«-^>)...(c/, c/,...6(*«-i))], 

wo die e in den runden Klammem nach fallender Grösse geordnet 
seien; die Exponenten der i^°, rundgeklammerten Gruppe sollen sich auf 
die Basis (A — Ci) beziehen. Danach steckt der Theiler (X — Cf ) in A (iL) 
zur Potenz , (ä D 

in allen Subdeterminanten n*^ Grades von A (A) zur Potenz 

4 + . . . + ef»*-« 

u. s. w., schliesslich in allen Subdeterminanten (n — hi+ 2)^° Grades 
zur Potenz (a d 

aber in allen Subdeterminanten (w — Äj + 1)*®" Grades tritt (X ■— c,) 
nicht gleichzeitig auf. Daher verschwinden für A » Ci alle Subdeter- 
minanten (w — hi + 2)*^, aber nicht alle Subdeterminanten (n — Ä,- -f l)**** 
Grades^ und somit gehört zur Wurzel d von A(A) » ein Fundamentai- 
Punktgebilde und Fundamental-Ebenengebilde {hi — 1)^' Dimension. 
Auf diese Weise ist jeder Exponentengruppe aus (18) ein Fundamental' 
Punkt und ein Fmdamental- Ebenengebilde jmgeardnä. Enthalt die 
Gruppe hi Exponenten, so sind diese Oebüde (ä, — 1)*®' Dimension. 

Ist die Collineation singulär, und beziehen sich die Exponenten 
der Gruppe 

(19) (e.., e;., . . . ei**-'0 

aus (18) auf die Basis X, so ist fcir A — die Determinante A(A); wie 
wir eben sahen, vom Bange (n — A« + 1); die Collineation ist daher 
Singular hi^' Species (99); die zur Gruppe (19) gehörenden Fundamental- 

• Vergl. Segre, 1. c. S. 13. 
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gebilde sind zugleich die singularen Gebilde der Collineation. In der 
Charakteristik einer jeden singnlaren Collineation h"^ Species tritt um- 
gekehrt stets eine zur Basis X gehörende Exponentengruppe (19) auf. 
üeber diese Exponenten werden wir im Folgenden eine ^^Null^' setzen; 
dass man sowohl ordinäre, cUs singulare CöUineationen h/^ Species mit 
vorg€Schrid>enen Charakteristiken bilden kann, geht unmittelbar aus 
Theorem XXII hervor. 

Nunmehr klassificiren wir nach einem oft angewandten Principe 
die ordinären Collineationen des n-dimensionalen Raumes^ wie folgt: 

Wir rechnen zur seihen Klasse aUe diejenigen ordinären Cottineationen, 
welche diesdbe Charakteristik haben. 

Analog klassificiren wir die singularen Collineationen gleicher 
Species des n-dimensionalen Baumes: 

Wir rechnen zur selben Klasse von singularen CoUineationen hi*^ 
Species diejenigen Collineationen, wdche dieselbe Charakteristik besitzen. 

Sind die Formen f(xu^) und F(XU^ ähnlich, so gehören die 

Collineationen f{xu^) — und F{X Z7') =« zur selben Klasse (siehe 

diesen Artikel oben). Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass zwei 

Collineationen f(xu') — und F{X U') — zur selben Klasse gehören. 

Für /'» beziehe sich die Gruppe (19) ihrer gemeinsamen Charakteristik 

(18) auf die Basis (iL - c.)i för JP«0 auf die Basis (A - cj)- Ist 

alsdann , , , 

Ciic^: '-' :ci=^ ciicii'-iCi, 

so sind die Collineationen f^O und F^O identisch bez. projektiv 
identisch. Denn ist für ein endliches, von Null verschiedenes p, 

so besitzen die charakteristischen Determinanten von f und qF die- 
selben ET; daher sind die Formen f und F ähnlich bez. dual 
(Theorem XXI bez. XXV); die Collineationen JP- und pJP— sind 
aber identisch; also sind in der That unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Collineationen /* -» und JP = identisch bez. projektiv 
gleich. — Haben zwei Collineationen dieselbe Charakteristik (18) und 
gehört zu einer Gruppe (19) derselben für die eine die Basis (A — c<), 
für die andere die Basis (l — di), so wollen wir Ci und cS ent^echende 
Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichungen nennen; man kann dann, 
wenn c,- und c,-, Ck und Ck entsprechende von Null verschiedene Wurzeln 

zweier Collineationen mit gleicher Charakteristik sind, — und -7 ewt- 

sprechende absdute Invarianten der Collineationen nennen (102). Nach 
dem Vorausgehenden gilt der Satz: 

Math, £lem«nUrtheller. 14 
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35) Zwei CoUineaüonen sind dann tmd nur dann identisch bes. 
projektiv identisch, wenn sie 1) zw sdben Klasse gehöreny und wenn 
2) die entsprechenden absoluten Invarianten dersdben übereinstimmen. 

Zu jeder Klasse von GoUineationen gehOrt eine NormaUform^ auf 
welche alle CoUineationen derselben durch lineare Coordinaten- 
transformation (bez. durch eine projektive Umformung) gebracht werden 
können. (Yei^L § 11, insbesondere Gleichung (1) daselbst.) 

104. Wir betrachten eine Collineation (1), deren Charakteristik 
durch (18) gegeben sei*; eine Gruppe (19) aus derselben beziehe sich 
auf den linearen Theiler (A — d) von A (X); der dieser Gruppe (19) 
zugeordnete Fundamental- Ebenenraum (^-—1)^' Dimension (103) be- 
sitzt einen Trager von der Dimension (n — hi), auf welchem durch 
die Collineation (Ij eine coUineare Beziehung hergestellt wird (102), 
die wir mit K bezeichnen wollen. Welches ist nun die Charakteristik 
dieser CöUineation K, und welche absolute Invarianten besitzt K? 

Diese Fragen beantwortet man am einfachsten mittelst der 
Normalform der Collineation (1). Zunächst können wir, ohne die 
Allgemeinheit zu beeinträchtigen, annehmen , dass die Gruppe (19) 
die erste in (18) sei; wir schreiben femer c^*> fElr €^^\ 

Alsdann können wir nach 77 [vergl. daselbst die Gleichung (1)] 
unsere Collineation (1) durch lineare Coordinatentransformation auf 
die Gestalt 

Ol (x^Ui H hx^Uf) + (xiW, H h x^-iw,)** 

+ Ci(Xf^iUt^i+ ha:«+^M»4.^) + (a;«+iw«+a+ 1- x.+g'-iw«^/) 

{2oty. y. \ \ \ '. y, y, y. \ \ \ \ \ \ \ '. \ \ \ '. '. 

+ z(^w)-0 

bringen, wenn wir für die neuen Coordinaten Xi bez. «,• schreiben. 
Die in x(xu) aufbretenden Variabelen fehlen im übrigen Theile von (20). 
Aus (20) ersieht man aber sofort, dass die h Ebenen mit den 
Gleichungen 

(21) Zj-O, a:,+i-0,...,a:,4..'+...+;*-V-.0 

Doppelebenen der Collineation sind, und zwar bestimmen sie gerade 
den der Gruppe 

* Ist dieselbe singulär, so sind über die Exponenten einer gewissen Gruppe 
Nullen zu setzen (108). 

♦• Ueber das Auftreten dieser Klammerausdrücke vergl. die Anm. S. 163. 


Klassifikation der Collineationen. 211 

Ic« ß • • • • ß J 

zugeordneten Fundamental-Ebenenraiun unserer Gollineation; die Punkte, 
deren Coordinaten die Gleichungen (21) befriedigen, erfüllen ein 
lineares Gebilde (n — Ji)^^ Dimension, den Trager dieses Fundamental- 
Ebenengebildes. M(m erhalt also die Ccilinealion K im betrachteten 
Träger, wenn man in (20) die Variabelen rCi,a?«+i,."a^«+«'+ — hc^*~^^+l 
gleich Null setzt. Denkt man sich daher die Exponenten 6^'') so ge- 
ordnet, dass c > 6' > e" ^ • • •, sind femer in der Reihe dieser Zahlen 
die k ersten grösser als 1, die übrigen gleich 1, so besitzt (wegen 
Theorem V; vergL auch Theorem XXU) die charakteristische Deter- 
minante von K die ET 

a - c,y-\ (A - cy-\ . . . (x - cy*-^>-s 

während ihre iänigen ET mit den nicht auf die Basis (X — c^ be- 
züglichen ETn der charakteristischen Determinante von (1) überein- 
stimmen; ist aber e «- c' — • • • -« e<*— 1)= 1, so hat die charakteristische 
Determinante von K keinen zur Basis {X — c^) gehörigen ET, und ihre 
übrigen E T stimmen mit den nicht zur Basis (X — Ci) gehörenden ETn 
von (1) überein. Im ersten Falle hat also K dieselben absoluten In- 
varianten, wie (1), im letzteren eine absolute Invariante weniger. Also 
gilt das Theorem: 

XL. Die Collineation J?, welche durch eine gegebene Gol- 
lineation (1) mit der Charakteristik 

(22) [(ei,6i,...6i*-i)) (e,,e^,...^''^y..(ei,ei,,.A'^')^^^^ 
in dem Trager des der f^" Gruppe dieser Charakteristik 
zugeordneten Fundamental-Ebenengebildes (oder 
Fundamental-Punktgebildes) hergestellt wird, hat, 

ei>ei> • • • > er ^ 

vorausgesetzt wird, im Falle ej*""^^ > 1, cj*^— 1 die 

Charakteristik 

[ie,,ei..4'ri))(e^e^_ef^^-^^^ 

und dieselben absoluten Invarianten, wie die ge- 
gebene Collineation, im Falle 6{»1 aber erhält man 
die Charakteristik von K, indem man in derjenigen 
von (1) die i^ Gruppe weglässt; die Collineation K 
besitzt in diesem Falle eine absolute Invariante 
weniger als die gegebene Collineation.* 


♦ Segre beweist dieses Theorem L c. Art. 16 u. 17, indem er u. A. zwei 
Warsein e,. sich unendlich nahe rücken lässt. Wir mOchten obigen, zugleich 
einfacheren, Beweis vorziehen. Wird die Charakteristik von K zu [i], so be- 
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Vergl. die Anmerkung 1, S. 210. — Im eben aufgezählten zweiten 
Falle sind Fundamental-Punktgebilde von K diejenigen von (1), welche 
den von der betrachteten Gruppe verschiedenen Gruppen in (22) zu- 
geordnet sind (Satz b), weitere Fundamental-Punktgebilde kann £^ nicht 
besitzen; also gilt der Satz: 

e) Der einer Gruppe von (22)^ wdche nw Exponenten 1 enthält^ 
zugeordnete Fundamental' Punktraum hat mit dem Träger des ent- 
sprechenden Fundamental' Ebenefvraumes keinen Punkt gemein. 

Eine einfache Folgerung hieraus ist: 

f) Bestehen äUe Gruppen in der Charakteristik (22) aus Eoh 
ponenten 1, so liegt kein Punkt eines Fundamentalgebildes auf dem 
Träger des entsprechenden Fundamental-Ebenengebüdes. 

Anders verhält sich die Sache, wenn ci*"^^ > 1, e^ =» 1 ist. Dann 
hat die Gollineation K ebensoviele Fundamental-Punktgebilde^ wie (1), 
und zwar sind erstens solche Gebilde diejenigen von (1)^ welche den 
von der betrachteten verschiedenen Gruppen aus (22) entsprechen^ zweitens 
aber dasjenige lineare Gebilde (ä — !)*•' Dimension^ welches hier der be- 
trachtete Träger mit dem jener if^ Gruppe entsprechenden Fundamental- 
Punktgebilde gemein haben muss. (Vergl. 102^ Schluss.) Also: 

g) Enthalt eine Gruppe der Charakteristik einer CöUineation nur 
einen Exponenten, der grösser als 1 ist, so schneidet das der Gruppe 
zugeordnete Fundamente^- Punktgd)ilde den Träger des der Gruppe ent- 
sprechenden Fundamental' Ebenengebildes, 

sagt dieses, dass det Träger des der »ten Gnippe zugeordneten Fundamental- 
gebildes ein (Doppel-) Punkt bez. eine (Doppel-) Ebene ist. (S. 207, Anm. 2.) — 
Der Satz, den Gasorati (Compt. rend. (81) tom. 92,. S. 175 u. 238) bewiesen hat 
(vergl. auch Heffter, Theorie der lin. Differentialgl. , Leipzig 1894, S. 250), ist 

eine Folgerung aus obigem Satze XL. Ist nämlich speciell in /* = ^ a^j^ a;^. u^ 
für 5=1, 2,...n-f-l, « = 1,2,...Ä ^^ 

^«<~ 0, bei «« = *, 
80 sind ac^sO, x»^ 0,. . .Xj^^O die linear unabhängigen Gleichungen von h 
Ebenen des Fundamental -Ebenenraumes TTj[_j, der der ersten Ezponentengruppe 
in (22) zugeordnet ist, wenn As=/i^, c^q genommen wird. Die Gollineation K 
im Träger von TTj[_j hat daher die Gleichung 


2- 


«.*«.'^i = <> (t,Ä; = Ä+l,Ä + 2,...n+l); 
die charakteristische Determinante derselben besitzt aber nach Satz XL die ET 

{X-e)''-\ (i-c)'»'-\...(;-c)*i*""^^-^ 

mit der Basis X — c, wobei die Potenzen mit Exponenten „Null^^ wegbleiben, und 
im üebrigen dieselben ET, wie /"«O. Das besagt aber gerade der Casorati'sche 
Satz. — Dass aus diesem umgekehrt der obige Satz XL gefolgert werden kann, 
braucht wobl kaum erwähnt zu werden. 
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Wir wollen weiter den Fall studiren^ wo in einer, etwa wieder der 
»*•■ Gruppe Ton (22), aUe Eocponefnten grosser als 1 sind. Da dann k «= Ä/, 
80 enthält der betrachtete Trager ausser den nicht entsprechenden Funda- 
mental-Punktgebilden yon (1) nach dem Vorhergehenden einen Funda- 
mental -Punktraum (hi^ 1)^' Dimension. Daher enthalt der Träger auch 
das der i*^ Gruppe entsprechende Fundamental-Punktgebilde von (1) (103): 

h) Tritt in der Charakteristik einer CoUineatian (1) eine Gruppe 
von Exponenten auf^ die sämnUlich grösser als 1 sind, so enthalt der 
Träger des ihr zugeordneten FundamentalrEbeneng^bildes alle Fundamental- 
PtinJctgebUde von (1). 

Zum Schlüsse noch eine Bemerkung über die Fundamentalgebilde 
einer singulären Collineation (1). Ist (1) singular, so giebt es, wenn 
wir wieder die Collineation (1) kurz mit f(xu^) ■= bezeichnen und 

^XiU'i =» wi (i — 1, 2, ... w + 1) 
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setzen, in der Schaar Ton Gollineationen 

^lUl + X^f{xu') -^ 

im Allgemeinen (n + 1) singulare Gollineationen und unendlich viele 
ordinäre Gollineationen, da \X^Ux + ^if(xu')\^^0 ist; sei diese 
Determinante für A^ -=• — A', Jlj = 1 nicht Null, also 

/•(a;w')->l'wi-0 
eine ordinäre GoUineation der Schaar, die wir kurz mit %(a:u')»0 
bezeichnen wollen; jeder Doppelpunkt von f(xu') — ist auch ein 
solcher von x(xtt') » 0, und umgekehrt. Dasselbe gilt von den Doppel- 
ebenen. Also haben f(xu') = und x(xu') — dieselben Fundamental- 
gebilde. Die charakteristische Determinante von x(xu') ist 

\(i + x^)u:. -- f(xu% 

ist daher (X - cf ein ET von | Xu^ - fixu% so ist [A - (c - V)]' ein 
E T von I Xu!, - X (xu') \. Also: 

Ist f(xu*) = eine singulare GoUineation, so hat die ordinäre 
Collineation X'ux — /"(aju') « dieselben Fundamentalgebilde, wie 
f(xu^ — 0; ihre Charakteristik erhält mau aus derjenigen von f{xu^) — 0, 
indem man die übei^esetzten Nullen weglässt. 

105. Die bisher erlangten Resultate setzen uns in den Stand, die 
projektiven Eigenschaften der CoUineationen aller Blassen eines Baumes 
n^ Dimension vollständig a/nzugAen^ ohne dass es nöthig ist, die be- 
treffenden Normalformen der Gollineationen heranzuziehen. Wir wollen 
dies für die Fälle n » 1, 2 und 3 wirklich ausführen und zwar bei n » 1 
in der Geraden, bei ra » 2 in der Ebene. Wenn wir dabei die Normal- 
formen ftlr die Gollineationen aller Klassen zufügen, so geschieht dieses 
nur deshalb, damit der Anfanger die geometrischen Eigenschafben der 
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Collineationen an den Normalformen direkt studiren kann. Versteht 
derselbe unter jp,- (ar,) den Punkt (die Ebene), dessen (deren) Coordinaten 
alle ausser der i^^ Null sind; so stimmen die unten ang^ebenen 
Fundamentalräume mit denen der Collineation in der betreffenden 
Normalform überein.* 

üeber den Fall n *— 1 sind einige Vorbemerkungen zweckmassig. 
Hat ein Punkt die Eoefficienten Ui | Ua, so sind — Ua | ui seine Coordinaten 
Xi|:rs; die Gleichung u[xi + u'^Xg'^O besagt ako, dass 

ist, dass also die Punkte x^lx^ und Ui\ui identisch sind. Dieses 
Yorausgeschickt, betrachten wir die Collineationen der Klasse [il]. 
Hier giebt es den zwei Exponenten 1 in [il] entsprechend in jeder 
der aufeinanderliegenden projektiven Punktreihen JR und JR' zwei 
Doppelpunkte p^ und p^j n^ und ar,, ^o p^, ar^ und p^, x^ ent- 
sprechende Doppelpunkte seien. Nach Satz b fallt aber (vergL die 
Yorausgehende Bemerkung) p^ mit x^y p^ mit sr^ zusammen. Die 
absolute InYariante ist das DoppelYerhaltniss, das zwei homologe 
Punkte mit den beiden Doppelpunkten Pi^n^ und p^^ ^i bestimmen 
(S. 206). — Untersuchen wir z. B. weiter die Collineationen der Klasse [2]; 
hier tritt in. R und JR' je ein Doppelpunkt p^ bez. sr^ auf; nach Satz h 
ist aber p, — n^] absolute InYariante ist keine Yorhanden. Endlich 
wollen wir die singulare Collineation [1,1] betrachten. Sie hat zwei 
Doppelpunkte p^— ä^, Pf — «1, wie [11]. (Vergl. 104, Schluss.) Von 
diesen ist der eine p^ der singulare Punkt in B, der andere p^ der 
in JR' (101, Schluss). Dem Punkte p, Yon JR entsprechen alle Punkte 
Yon JR', jedem Yon p, Yerschiedenen Punkte Yon JR entspricht derselbe 
Punkt Pi in R* (siehe das Schema am Schlüsse Yon 99), u.s.w. Nun 
wird man auch die übrigen Fälle, ebenso die Yerschiedenen Falle bei 
n — 2 und n » 3 erledigen können, zumal im Folgenden auf die in 
Betracht kommenden obigen Satze (durch eingeklammerte a, b u. s. w.), 
wenn nöthig, hingewiesen wird. 
Wir haben also folgende 

L Slassen der Collineationen in der Geraden. 

a) Ordinftre Collineationen. 
1. [11]: CiXiU^ + c^x^u^^ 0. 

Hier treten gwei Doppelpunkte Pi^^ und p, » 71^ auf; sind xx' 
zwei homologe Punkte einer Collineation dieser E^asse, so ist das 
DoppelYerhaltniss der Punkte xx^p^p^ die absolute Invariante derselben. 

* In der Geraden hat man dann also unter Tt^ , «r, den Punkt der Eoefficienten 
1 1 bez. 1 1 za verstehen, u. b. w. 
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2- [2]: CiCa?! Wi + x^u^ + Xi«| — 0. 

Die CoUineationen dieser Klasse besitzen einen Doppelpunkt p^^^ 
und Tceine absolute Invariante. 

3. [(11)]: x^Ui + a^gtij «= 0. 
Jeder Punkt der aufeinanderliegenden Punktreihen ist ein Doppel- 
punkt; Jceine äbsoltde Invariante! Die identische CoUineatum. 

P) Sin^olire CoUineationen erster Speeles. 

1. [il]: a^itti^O. 

Jede der projektiven Punktreihen hat einen singularen Punkt p^ 
bez. Pi; diese Punkte sind zugleich Doppelpunkte der GoUineation; 
keine absolute Invariante. 

2. [2]: x^u^'^ 0. 

Wie ly nur dass die beiden singularen Punkte in einen Punkt p^ 
zusammenfallen; p^ ist zugleich Doppelpunkt. 

IL Blassen der OoUineationen in der Ebene« 
a) Ordinftre CoUineationen. 

1. [111]: CiX^Ui + c^x^u^ + c^x^u^^ 0. 

Brei Doppelpunkte und drei DoppAgeradCj welche die Ecken iind Seiten 
eines Dreiecks bilden, und zwar ist, wenn pi und %i (i — 1, 2, 3) ent- 
sprechende Fundamentalelemente sind, die Gerade PiPs— ^s; PiPs^^v 
PzPi "" ^ (f)' ^1^ CoUineationen in jeder der drei Doppelgeraden haben 
dieselbe Charakteristik [11] (XL). Die Punktreihen, welche aus zwei 
homologen Punkten x^ rr' und den Schnittpunkten ihrer Verbindungs- 
linie mit den drei Doppelgeraden bestehen, sind projektiv unter sich 
und zu Strahlenbüscheln, gebildet aus zwei homologen Geraden u, u* 
und den Yerbindungsgeraden ihres Schnittpunktes mit den drei Doppel^ 
punkten (S. 206— 207). Zwei unabängige DoppelTerhältnisse, welche Xj oi 
mit diesen Schnittpunkten (u, u^ mit diesen Verbindungsgeraden) be- 
stimmen, sind die bellen dhsalMien Invarianten. 

2. [21]: Ci(x^Ui + XfU^) + c^x^u^ + x^u^^ 0. 

Zu)ei Doppelpunkte p^ und jig, zwei Doppdgerade «j und n^. Auf 
der dem Exponenten 2 in [21] entsprechenden Doppelgeraden ^^ liegen 
die beiden Doppelpunkte p^ und p^ (A), die zu 1 in [21] gehörende 
Doppelgerade ^3 enthält den dem Exponenten 2 zugeordneten Doppel- 
punkt p, (P)} ^^^ nicht JP3 (e). Die CoUineationen in n^ und 7t^ gehören 
bez. zu den Klassen [11] und [2] (XL). Die absolute Invariante ist 
das Doppelrerhaltniss, welches homologe Punkte x, x' mit den Schnitt- 
punkten der Geraden xx' und n^, n^ bestimmen, u.s. w. 
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3. [3]: c^(x^u^ + XiU2+x^u^) + x^u^ + x^u^^0. 

Ein Boppdpmkt p^ und eine Doppelgerade ^g, die j% enthält (%); 
keine absolute Invariante, 

4. [(11)1]: c^{x^u^ + x^u^ + o^x^u^'^Q. 

Dem Exponenten 1 entspricht ein Doppelpunkt p^ und eine 
Doppelgerade n^y die getrennt liegen (e)^ der Gruppe (11) entspricht 
ein lineares Fundamental-Punktgebilde (Strahlengebilde) erster Dimension, 
d. h. eine gerade Reihe von Doppelpunkten mit dem Trager n^ (a) und 
Büschel von Doppelstrahlen mit dem Mittelpunkte p^{a). Die Yer- 
bindungsgeraden homologer Punkte gehen stets durch p^y die Schnitt- 
punkte homologer Geraden liegen stets auf n^{c)* Die Collineationen 
dieser Klasse stellen Perspektive Beziehwngen vor, bei denen Axe n^ 
und Gentrum p, der Perspektivitat getrennt liegen. Die ahsolvte In- 
Variante ist das Doppelyerhaltniss, welches homologe Punkte XyOf, das 
Gentrum p^ und der Schnittpunkt der Geraden xxf mit der Axe n^ 
bestimmen. 

5. [(21)]: e^ix^u^ + x^u^ + x^u^) + x^u^ -^ 0, 

Die Gollineationen sind perspectiv, und zwar liegen Axe ^r^ und 
Gentrum p^ der Perspektivität aneinander (g); keine ahsdtute Invariante. 

6. [(111)]: x^u^ + x^u^ + x^u^ — 0. 

Die identische Cddineation; keine absolute Invariante. 

ß) Singnlftre Collineationen. 
a) Singulare Gollineationen erster Species. 

Die Klassen der singulären Gollineationen erster Species sind die 
Klassen der projektiven Beziehungen swischen einem Strahlenbüschel und 
einer geraden Punktreihe, die derselben Ebene angehören (100). Was die 
Art der Yertheilung der Fundamental- bez. der singulären Gebilde an- 
belangt, so kann dieselbe unmittelbar aus U, a ersehen werden. (YergL 
104, Schluss.) Wir haben folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. [lll]: c^x^u^ + c^x^u^'^-Q. 

Der Mittelpunkt p^ des Strahlenbüschels und der Träger der zu 
ihm projektiven Punktreihe auf st, liegen getrennt. Zwei Punkte p^ 
und p^ von ^ liegen auf den homologen Strahlen n^ bez. jt^ von p^. 
— Die Gollineation auf der singulären (Doppel-) Geraden n^ gehört 
zur Klasse [il], die Gollineationen auf den beiden anderen Doppel- 
geraden sTj und n^ gehören zur Erlasse [ii] (XL). Die absolute In- 
variante ist das Doppelverhältniss, welches zwei homologe Punkte der 
CoUineation und die Schnittpunkte ihrer Yerbindungsgeraden mit Tt^ 
und 71^ bestimmen. 
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2. [21]: (k(x^Ui + iKgW,) + x^u^ « 0. 

Der Mittelpunkt p, des BüBchels und der Trager sr^ der Punkt- 
reihe liegen getrennt; ein Strahl jt^ des Büschels p^ geht durch den 
homologen Punkt p^ yon tc^. Keine absolute Invariante. 

3. [(11) 1]: x^u^ + x^t^^O. 

Die Punktreihe auf sr, und das zu ihm projektive Strahlen- 
büschel JP3 befinden sich in perspektiver Lage. Keine absolute Invariante. 

4. [21]: c^x^u^+XiU^-^0. 

Der Mittelpunkt j^ des Strahlenbüschels liegt auf dem Träger n^ 
der Punktreihe ; und zwar entspricht dem Strahle n^ von p^ ein von p^ 
verschiedener Punkt p^ von n^* Keine absolute Invariante. 

5. [3]: x^u^+ x^u^'^(X 

Der Träger sr^ der Punktreihe enthalt den Mittelpunkt p^ des zu 
ihm projektiven Büschels, und zwar entsprvM dem StrcMe n^ von p^ 
der Punkt jp, von 7t^.* Keine absolute Invariante. 

b) Singulare Collineationen zweiter Species. 

1. [ui]: x^tii^O, 

Die Ebene 22 enthält eine gerade Beihe singulärer Punkte auf 
dem TnLger x^^ die Ebene !{' ein Büschel singulärer Strahlen mit 
dem Scheitel p^ ; p^ liegt nicht auf jc^ (vergl. U, a) unter 4 und 104, 
am Schlüsse). Einem Punkte von R entspricht im Allgemeinen der 
Punkt p^ von R'y der zugleich ein Doppelpunkt ist; weitere Doppel- 
punkte sind die Punkte von 7t ^^ denen als Punkte von R jeder Punkt 
von JB' entspricht. U.s.w. (99). 

2. [21]: a;jt«8« 0. 

Wie 1, nur dass hier der Mittelpunkt p^ des Büschels singulärer 
Strahlen auf dem Träger %^ der singulären Punkte liegt. — In beiden 
Fällen treten keine absoluten Invarianten auf. (Yergl. 11, a) unter 5.) 

m, ElaBsen der OoUineationen im Baume Z^^ Dimension. 

a) Ordinäre Collineationen. 

1. [1111]: c^x^u^ + c^x^u^ + c^x^u^ + c^x^u^'-^O. 

Vier Doppelpunkte Pi^PifP^^p^ und vier Doppelebenen ^u^^^^^y^^j 

welche die Ecken und Seitenflächen eines Tetraeders bilden. Sind pi 

und %i entsprechende Doppelelemente, so ist die Ebene p^p^Ps^ ^49 

p^PzP^^^u U.S.W, (f).** — Die Collineationen auf den vier Doppel- 

* Ueber die Charakterisirung dieses Falles durch das Verschwinden gewisser 
rationaler Invarianten der Gollineation vergl. Math, Math. Ann. (92) Bd. 42, S. 260. 
** Die Lage der Doppelgeraden erschliesst man ans derjenigen der Doppel- 
punkte- und Ebenen mit Leichtigkeit. 
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ebenen haben dieselbe Charakteristik [lli] (XL). — Die Punktreihen, 
welche aus zwei homologen Punkten x, x* und den Schnittpunkten der 
Geraden xtxf mit den vier Doppelebenen bestehen^ sind unter sieh pro- 
jektiv und projektiv zu den Ebenenbüscheln^ gebildet aus zwei homologen 
Ebenen uu* und den Ebenen, welche die Gerade uu' mit den yier 
Doppelpunkten verbinden (S. 206—207). Drei unabhängige Doppelverhalt- 
nisse, welche x^x* mit diesen Schnittpunkten (u^u' mit diesen Yer- 
bindungsebenen) bestimmen, sind je drei absduten Invaricmten der 
GoUineationen dieser Klasse. 

2. [211]: Ci(xif^ + x^u^) + c^x^u^+ c^x^u^+ x^t^'^-O. 

Drei Ihppdpmtde PffPs}P4, und drei Doppdebenen n^^n^yic^. Die 
drei Doppelpunkte liegen in der dem Exponenten 2 zugeordneten 
Doppelebene ^xQC) und die drei Doppelebenen schneiden sich in dem 
dem Exponenten 2 zugeordnetem Doppelpunkte p^. Die den beiden 
Exponenten 1 entsprechenden Doppelebenen n^ und n^ enthalten je 
zwei Doppelpunkte p, und p^ bez. p^ und p^ (6). — Die Collineation 
auf Tty^ hat. die Charakteristik [iii], ihre absoluten Invarianten sind 
dieselben, wie die der betreffenden räumlichen Collineation. Die Col- 
lineationen auf n^ und n^ gehören zur Klasse [21], u. s. w. (XL). — 
Die Deutung der absduten Invarianten^ deren die Collineationen dieser 
Klasse je gtoei besitzen, geschieht analog wie bei 1. 

3. [31]: Ci{a:iUi + x^u^ + x^u^) + (^x^u^+ x^u^ + x^u^'^ 0. 

Zwei Doppdpunkte jpsi Pi und zwei Doppdebenen ^, n^. Die dem 
Exponenten 3 zugeordnete Doppelebene n^ enthalt die beiden Doppel- 
punkte; der demselben Exponenten entsprechende Doppelpunkt p^ liegt 
in der Schnittgeraden der beiden Doppelebenen (A); p^ liegt aber nicht 
in dieser Schnittlinie (e). — Die Collineationen auf n^ und n^ haben 
bez. die Charakteristiken [21] und [3] (XL). — Eine ahsclute Invaria/nte: 
das Doppelverhältniss, welches zwei homologe Punkte x^x und die 
Schnittpunkte der Geraden xaf mit % und jc^ bestimmen. 

4. [22]: Ci(x^u^ + x^u^) + c^(x^u^+x^u^ + XiUi + x^u^^O. 

Zijoei Doppdpunkte p^ und p^, zwei Doppdd>enen n^ . und n^] die 
beiden Doppelpunkte liegen in der Schnittgeraden der beiden Doppel- 
ebenen (A); eine aibsciute Invariante, die wie bei 3. zu deuten ist. — 
Die Collineationen in den Ebenen n^ und n^ gehören beide zur 
Klasse [21]. 

5. [4]: (^{ix^Ui + XfU^ + x^u^ + x^u^ + Xj^u^ + x^u^+ T^u^'^O. 

Ein Doppdpufikt p^ und eine Doppdebene ^, die incident sind {h). 
— Die Collineation auf n^ hat die Charakteristik [3] (XL). — Keine 
absolute Invariante. 
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6. [(11)11]: Ci(xiUi + x^u^) + c^x^u^+ c^x^u^-^ 0. 

Der Gruppe (ii) ist ein lineares Fundamental - Punktgebilde 
1^' Dimension (eine gerade Beute van Boppdpu/nkten) auf p^^ p^ und 
ein ebensolches Ebenengebilde (Büschel von Doppeiebenen) mit dem 
'^S^^ Ps Pa "" ^1 ^s zugeordnet. Die Axe des Büschels schneidet 
den Träger der Buvktreihe widit (f). Weiter sind ztoei Doppelpunkte 
(Doppelebenen) yorhanden, die im Trager des Büschels liegen (b): 
Pij Pa (^8> ^4)' ^^^ Verbindungsgeraden homologer Punkte schneiden 
stets die Gerade PsP«; die Schnittgeraden homologer Ebenen schneiden 
stets die Gerade p^ p^ (c). Die Gollineationen auf sr, und n^ gehören 
beide zur Klasse [(11)1]; sie sind also beide perspektivisch mit den 
Centren p^ bez. p^ und der Axe pj jp,. (VergL II, a unter 4.) — 
Zwei cibsdlute Invarianten: Zwei unabhängige yon den Doppelyerhalt- 
nissen, welches zwei homologe Punkte x,af mit den Schnittpunkten 
der Geraden xaf mit den Ebenen n^,n^ und der Geraden p^p^ be- 
stimmen, U.S.W. 

7. [2(11)]: Ci(XiU^ + x^u^) + c^(x^u^ + x^u^ + x^u^= 0. 

Wir haben den yorigen Fall, nur dass hier die Axe p^p^ des 
Büschels von Doppeld)enen nur einen Doppelpunkt p^ enthält, und 
durch den Trager jp, p^ «— n^ ir^ der Beihe von Doppelpunkten nur eine 
Doppelebene x^ geht. — Eine absolute Invariante, die man analog 
deutet, wie bei 6. — 

8. [(21) ij: c^ix^u^+x^u^ + x^u^ + c^x^u^+x^u^^O. 

Wie 6, nur dass der Träger p^Pz der aus lauter Doppelpunkten 
bestehenden Punktreihe die Axe Al>4— ^t^tt, des Büschels der Doppel- 
ebenen schneidet (g). Ausser dem Schnittpunkte p^^ dieser Träger liegt 
noch ein weiterer, dem Exponenten 1 zugeordneter Doppelpunkt p^ auf 

der Geraden j>2P4) ausser ^^iPsi^« giebt es noch eiue weitere durch p^l^s 
gehende Doppdebene p^ p^p^ »- ^4. — Eine absolute Invariante; über ihre 
Deutung vergL 6. 

9. [(31)]: c^{x^u^ + x^u^+ x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^^ 0. 

Es giebt wieder eine Gerade p^p^, deren sämmüiche Punkte Doppel- 
punkte, und eine Gerade p^p^j deren sämwüiche Ebenen Doppdebenen 
sind, diese Geraden schneiden sich (g). Weitere Doppelelemente sind 
nicht vorhanden. Keine absolute Invariante. 

10. [(22)]: c^{x^u^ + x^u^+ a^«*3 + x^u^ + x^u^ + a^t*^ — 0. 

Eine Beihe von Doppdpunkten und ein Büschel von Doppdebenen^ 
deren Träger p^p^^^ ^1^3 fs^ommenfdUen (h). Die Yerbindungsgeraden 
homologer Punkte und die Schnittgeraden homologer Ebenen treffen 
stets diesen Träger (0). Keine absolute Invariante, 
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11. [(ll)(li)]: (kix^Uj^ + x^u^) + (^(x^u^+ x^u^) — 0. 

Hier treten zwei gerade JReihen von DoppdpunMen auf mit den 
Trägem p^^p^ und p^p^ und ewei Büschel von Doppelebenen y deren Axen 
bez. mit p^p^ und p^p^ zusammenfallen (b). Die Geraden p^p^ undp5P4 
schneiden sich nicht (f). Die Yerbindungsgeraden homologer Punkte x^si 
und die Schnittgeraden homologer Ebenen UyU* treffen beide Axen j:)^^, 
und Ps P4 (c). Bezeichnen wir diese Schnittpunkte mit s^ und s^y so 
sind die Punktreihen xafs^s^ unter sich projektiy und projektiv zu 
den Büscheln, die durch u,u! und die Ebenen, welche durch die Ge- 
raden uu! und p^p^ bez. p^p^ gehen, gegeben sind. Eine absolute In- 
variante: Das Doppelverhältniss vier solcher Punkte oder vier solcher 
Ebenen. (Ist dieselbe gleich —1, so ist die betreffende CoUineation 
eine geschaart invdutorische.) 

12. [(111)1]: c^(xiUi + x^u^ + x^u^) + c^x^u^ = 0. 

Alle Punkte einer gewissen Ebene p^p^p^^^ ^4 sind Doppelpunkte, 
und äUe durch einen gewissen Punkt ^i^s^s^JP« gehenden Ebenen 
sind Doppelebenen; p^^ und n^ liegen getrennt (e). Weitere Doppet- 
elemente sind pj^^ und n^. Die Verbindungslinien homologer Punkte 
gehen sämmtlich durch p^y die Schnittlinien homologer Ebenen liegen 
sämmtlich auf n^ (c). Die Collineationen dieser Klasse sind Perspektive 
räumliche Beziehungen mit dem resp. Centrum p^ und der Ebene tc^ der 
CoUineation. — Eine absolute Invariante: Das Doppelverhaltniss, welches 
zwei homologe Punkte x,a^ mit p^ und dem Schnittpunkte der Ge- 
raden xaf mit n^ bestimmen, u. s.w. 

13. [(211)]: Ci(x^Ui + x^u^ + x^u^ + x^u^ 4- x^u^ « 0. 

Die Collineationen dieser Klasse sind gleichfalls Perspektive räum- 
liche Beziehungen, bei denen aber stets das Gentrum p^ in der Ebene x^ 
der CoUineation liegt (g). Keine absolute Invariante. 

14. [(1111)]: X1U1 + Xfti^+ x^u^ + x^u^ = 0. 
Die identische CoUineation; keine absolute Invariante. 

P) Singnltre Collineationen* 

a) Singulare Collineationen erster Species. 

Die Klassen der singularen Collineationen erster Species sind die 
Klassen der cdlinearen Beziehungen zwischen einem Bändel und einem 
ebenen Systeme desselben räumlichen Systems (100). Die Vertheilung 
der Fundamentalgebilde bez. der singularen GebUde kann man aus 
III, a) ersehen (104, Schluss). Hier können folgende FäUe eintreten: 

1. [1111]: CiX^u^+c^x^u^ + c^a^u^'^O. 
Das Centrum p^ des Bündels liegt nicht im Trager n^ des ebenen 
Systems. Brei Punkte p^ p^ p^ von ä^ liegen in den homologen 
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Strahlen des Bündels. — Die CoUineation in der Ebene n^ hat die 
Charakteristik [m]; diejenigen in den übrigen Doppelebenen sind Sin- 
gular erster Species, und zwar ist ihre Charakteristik [iil] (XL). — 
Zwei absolute Invar lernten: zwei unabhängige von den Doppelverhält- 
nisseU; welche zwei homologe Punkte und die Schnittpunkte ihrer 
Yerbindungsgeraden mit den drei Ebenen p^PiP^, PaP^Pz} PaPzPi ^^ 
stimmen; u.s.w. 

2. [211]: Ci(XiMi + X^U^) + C^X^U^ + iC,Mj — 0. 

Wie 1 ^ nur das zwei Strahlen des Bündels p^ durch die homologen 
Punkte der Ebene tc^ gehen. — Die CoUineation in der Ebene n^ ge- 
hört zur Klasse [21], diejenigen in den beiden anderen Doppelebenen 
gehören zu den Klassen [111] und [21] (XL). — Eine absolute In- 
Variante, die man analog, wie bei 1 deutet. 

3. [81]: c^ix^u^ + a^Mj + x^u^) + ajjMj + x^u^ « 0. 

Wie 1, nur dass hier ein Punkt der Ebene "n^ im homologen 
Strahle des Bündels p^ liegt. — Die CoUineation in x^ hat die 
Charakteristik [3]; die CoUineation auf der anderen Doppelebene x^ 
hat die Charakteristik [21] (XL). 

4. [(11) 11]: Ci(x^u^ + x^u^) + CjÄTjWs« 0. 

Wie 1, aber die CoUineation in der singulären Ebene sr^ gehört 
zur Klasse [(ii)i]; ist also perspektiv derart, dass das Centrum p^ und 
die Aoce p^p^ getrennt liegen. Ausser p^ liegen hier also sämmäiche 
Punkte von p^ p^ in ihren homologen Strahlen. Bedeutet p^ den sin- 
gulären Punkt, so treffen alle Gerade, welche homologe Punkte ver- 
binden, die Gerade j^sP^. Eine absolute Invariante: Das Doppelverhältniss, 
welches zwei homologe Punkte x^af und die Schnittpunkte der Ge- 
raden xsf mit der Geraden p^p^ und der Ebene PiP^p^ bestimmen. 

5. [(21) 1]: Ci(XiU^+ XiU^+ x^u^) + Xj^U^-^ 0. 

Wie 4, nur dass hier in der singulären Ebene n^ das Centrum p^ 
auf der Axe p^p^ der Perspektivität liegt. Keine absolute Invariante. 

6. [(111)1]; x^u^ + x^u^ + x^u^ « 0. 

Das Bündel mit dem Träger p^ und das zu ihm collineare ebene 
System mit dem Träger ä^ befinden sich in perspektiver Lage. — Jeder 
nicht in :r^ liegende Punkt wird aus p^ auf die Ebene n^ nach dem zu 
ihm homologen Punkte projicirt.* — Keine absolute Invariante. 

* Die Perspektive des Malers ist also eine singulare collineare Beziehung 
erster Species mit der Charakteristik [(iii)i]. Die Reliefperspektive dagegen 
und die gewöhnliche Perspektive des Bildhauers gehören zur Klasse [(111)1] 
der ordinären i^umlichen Collineationen. 
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7. [211]: c^x^u^+c^x^u^+r^id^^O. 

Der Mittelpunkt p^ des Bündels liegt im Trager n^ des zu ihm 
collinearen ebenen Systems. Dem in n^ liegenden Strahlenbüseliel 
Ton p^ entspricht eine Punktreihe^ deren Träger p^p^ nicht durch den 
Mittelpunkt des Büschels geht. Zwei Strahlen desselben gehen durch 
die homologen Punkte 1>8;1>4 der Punktreihe. Eine absolute Invariante; 
ihre Deutung erfolgt analog, wie bei 1. 

8. [22]: Ci(xiUj^ + x^u^) + x^u^ + x^u^ — 0. 

Wie 7; aber nur ein Strahl des dem ebenen Systeme tc^ an- 
gehOrigen Strahlenbüschels p^ geht durch den homologen Punkt p^ 
der '^u ihm projektiven Punktreihe Pip«- — Keine absolute Invariante. 

9. [2(11)]: CjC^sM, + x^u^) + x^u^ = 0. 

Wie 7, aber sämmÜiche Strahlen des Büschels p^, welches im 
Trager sr^ des ebenen Systems liegt^ gehen durch ihre homologen 
Punkte auf PsP«- — Keine absolute Invariante. 

10. [«i]: c^x^u^+ XiU>2 + x^u^^ 0, 

Auch hier liegt der Mittelpunkt p^ des Bündels im Träger or^ des 
zu ihm collinearen ebenen Systems; aber es entspricht dem in s^ 
liegenden Strahlenbüschel p, eine durch p^ gehende Punktreihe auf p^p^. 
Dem Strahle p^p^ von p^ entspricht ein von p^ verschiedener Punkt p^ 
der Punktreihe. Keine absolute Invariante, 

11. [4]: XiU^ + x^u^ + x^u^-^0. 

Wie 10; aber dem in der singulären Ebene n^ liegenden Strahlen- 
büschel mit dem Scheitel p^ entspricht die durch p^ gehende Punkt- 
reihe auf dem Träger p^p^ derart, dass dem Strahle p^p^ des Bäschdsp^ 
der Punkt P4 der PunktreUie gugeordnet ist. — Keine absolute Invariante, 

b) Singulare Gollineationen zweiter Speci^s. 

Die Klassen der singulären Gollineationen zweiter Species sind 
die Klassen der projektiven Beziehungen zwischen einem Ebenenbüschel 
tmd einer geraden Punktreihe desselben räumlichen Systems (100). Was 
die Fundamentalgebilde bez. der singulären Gebilde anbelangt, so ver- 
gleiche man die betreffenden Erlassen in III, a), deren Gollineationen 
dieselbe Art derVertheilung der Fundamentalgebilde zeigen (104, Schluss). 
Wir haben folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. [1111]: CiX^U^ + c^x^u^ ^ 0. 

Die Axe p^p^ des Ebenenbüschels triift den Träger p^p^ der zu 
ihm projektiven Punktreihe nicht] zwei Punkte pj und p, der Punkt- 
reihe liegen in den homologen Ebenen des Büschels. — Eine absolute 
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Invariante: Das Doppelyerhaltniss^ welches zwei homologe Punkte x,af 
und die Schnittpunkte der Geraden xaf mit den Ebenen PiP^P4^ und 
Pi P$ Pa bestimmen. — 

2. [211]: Ci(a?iWi + Äi«») + ^*S "" 0- 

Wie ly aber es liegt nur ein Punkt p^ der Punktreihe in der 
homologen Ebene x^ des Büschels. 

3. [(11) 11]: XiU^ + x^u^ — 0. 

Die Beziehung zwischen Ebenenbüschel und Punktreihe ist eine 
Perspektive. 

4. [211]: Cjic^w^+rcitij — 0. 

Die Axe p^p^ des Ebenenbüschels schneidet den Träger p^p^ der 
geraden Punktreihe; der Ebene p^ p, p^ des Büschels entspricht der 
vom Schnittpunkte p^ verschiedene Punkt p^ der Punktreihe. 

5. [si]: rCiUj+iCittj — O. 

Wie 4, aber der von der Aze p^p^ des Büschels und dem Trager 
p^p^ der Punktreihe bestimmten Ebene p^p^p^ entspricht der Schnitt- 
punkt P3 von Axe und Träger, 

6. [22]: Äitij + «3^4— 0- 

Die Axe p^p^ des Büschels und der Träger p^p^ der Punktreihe 
fallen eusammen. In den FaUen 2 — 6 treten keine absoluten In- 
varianten auf, 

c) Singulare Collineationen dritter Species. 

1. [1111]: iCjU^ — 0. 

Die Ebene ^h^^PiPiPi} deren sämmäiche Punkte singulare Punkte 
sind, enthalt nicht den Punkt p^, welcher Trager eines Bündds sin- 
guiärer Ebenen ist. (Vergl. III, a) unter 12 und 104, Schluss.) Allen 
nicht auf n^ liegenden Punkten des Baumes R entspricht derselbe 
Punkt Pi von JB', u. s. w. (99). 

2. [211]: a?,«ij=-0. 

Der Träger p^ des Bündels singulärer Ebenen liegt in der Ebene or^ 
der singularen Punkte. (Vergl. lü, a) unter 13 und 104, Schluss.) 
Die CcUineationen dieser Species haben keine absoluten Invarianten!^ 

* Wir stellen hier noch eine Reihe von Anwendungen der E T auf geometrische 
Probleme zusammen. Von Anwendungen der Wei er stras Büschen Theorie sind 
zu nennen: Klein, üeber die Transf. der allg. Gleichung 2^^ Grades zwischen 
Liniencoordinaten auf eine kanonische Form, Inauguraldiss., Berlin 1868. (Ab- 
gedruckt in Math. Ann. Bd. 28.) Eilling, Der Flächenbüschel 2*«' Ordnung, 
Inauguraldiss., Berlin 1872. Weiler, üeber die verschiedenen Gattungen der 
Complexe 2*«» Grades, Math. Ann. (73) Bd. 7. Gundelfinger in Hesse's Vorl. 
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§ 18. Systeme ans ganzen oder gebrochenen GrSssen 

eines KSrpers. 

106. Wir haben bisher nur solche Systeme betrachtet^ deren 
Elemente ga/nze Grossen eines Körpers von Zahlen oder Funktionen 
waren. Zum Schlüsse wollen wir nun auch solche Systeme heran- 
ziehen ^ deren Elemente ga/Mse oder gebrochene Grössen eines Körpers 
Yorstellen, den Begriff ^^ET'^ auch auf diese Systeme ausdehnen imd 
eine Reihe von früher gefundenen Sätzen über ET auch fär Systeme 
dieser Art beweisen. 

Wir beginnen mit Systemen aus rationalen Zahlen und schicken 
folgende Bemerkungen voraus: 

Die rationale Zahl a heisst durch die rationale Zahl h (^O) 
theilbar Q) heisst in a enthalten^ a ein Vielfaches von h)^ wenn 

-^ eine ganze Zahl ist. Sind a^y a^y . , . at rationale Zahlen, so ist 

jeder gemeinsame Theiler dieser Tc Zahlen in einer Zahl D enthalten, 
die der grösste gemeinschaftliche Theiler* derselben genannt 
wird. Man findet D, wie folgt: Man denke sich die unter a^i ent- 
haltenen Brüche reducirt, jede der Yon Null verschiedenen Zahlen a«- 
als ein Produkt von Primzahlen mit positiven oder negativen Ex- 
ponenten dargestellt und nehme in D jede dieser Primzahlen so oft 
als Faktor auf, als sie in den h Zahlen at mindestens vorkommt. 

D ist offenbar nichts anderes als der grösste gemeinschaßliche 
Theiler aller Zähler der reducirten Brüche imd der ganzen Zahlen 
unter den a;, dividirt durch das Meinste gemeinschaftliche Vielfache der 

über analyt. Geom. des Baumes, S.Auflage, 1876, IV. Suppl. Voss, Die Linien- 
geom. in ihrer Anw. auf die Flächen 2*«^ Grades, Math. Ann. (76) Bd. 10. Loria, 
Geometria della sfera, Mem. deUa Ac. delle Scienze di Torino 1884, Ser. 2, 
Tom. 36. Segre, Studio sulla quadriche in uno spaiio lin. ad un num. quäl, di 
dimens. u. Sulla geometria della retta etc. a. eben cit. 0. M. Bö eher, Ueber die 
Beihenentwickelungen der Potentialtheoiie , Leipzig 1894 (Capitel UJ), — Eine 
geometrische Anwendung der Theoreme XXVILI und XXIX giebt Segre, Bicerche 
sulle omogr. e sulle correl. in generale u. s. w. Mem. della Ac. delle Scienze di Torino 
(85), Ser. II, Tom. 87 (§ 1 und 2). Ebendaselbst § 8 und § 4 giebt derselbe eine An- 
wendung der Eronecker^schen Untersuchungen über die congruenten Transf. der 
bil. Formen (vergl. oben § 10). — Die Krone cker'schen Untersuchungen über 
singulare Schaaren — allerdings nicht in der erst 1890 abgeschlossenen Gestalt 
(vergl. § 8 oben) — benutzen Eilling a. c. 0. und Segre, Ricerche sui fasci di 
coni quadrici in uno spez. 1. quäl. Atti della R. Acad. delle Scienze di Torino (84), 
Vol. XIX. — Endlich finden die ET Anwendung beim Hauptaxenprobleme. Vergl. 
Gundelfinger-Dingeldey, Vorl. a. d. anal. Geom. der Kegelschnitte, Leipzig 
1895, § 8 und § 10. 

• Vergl. zum Folgd. Hensel, Crelle's Joum. (96) Bd. 115, S. 2ö4ff. 
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auftretenden Nenner; D ist demnach durch den Euklidischen Algorith- 
mus direkt bestimmbar. 

D ist dann und nur dann eine ganze Zahl^ wenn alle o« ganze 
Zahlen sind. 

unter fft wollen wir im Folgenden stets ein System verstehen , dessen 
n' Elemente rationale Zahlen sind; ist r der Rang eines Systems !R, so 
soll der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten 
ptea Qrades von 91 ((> ^ r) allgemein mit D^ (9t) bezeichnet werden. 

Wir bilden fBr ein gegebenes 9t die Zahlen 
setzen 2),(9i) (p - 1, 2 . . . r), 

i:,{Wi) » A(«), E,m - ^' - • E.(gi) = ^M_, 

femer Ja.+i(9l) «= ^»(91) - 

und nennen J5?,(afl), -B,(9l), . . . ^»(91) bez. den ersten^ zweiten^ . . . n^'' 
Elementartheiler von 91. Zerlegt man E^(%t), E^(ß) . . . J?r(9l) in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen (mit positiven oder 
negativen Exponenten) sind, so heisst jede solche Primzahlpotenz ein 
einfacher Elementartheiler von 91; J?^(9l), ^ii^),- - • K(ß) dagegen 
sollen als die zusammengesetzten Elementartheiler von (9t) be- 
zeichnet werden (4). Den q*^ ET eines Systems 9t bezeichnen wir 
allgemein mit -£^^(9t). 

Nun sei 9t ein zweites System aus n' rationalen Zahlen, und 
zwar sei 9t aus 9t dadurch hervorgegangen, dass 9t mit Systemen 
aus je n' ganzen Zahlen in beliebiger Weise vom und hinten com- 
ponirt wurde (11). Dann heisst 9t ein Vielfaches von 9L 

Ist 9t Vielfaches von 9t, so ist der Bang r' von 9t kleiner als 
der Rang oder gleich dem Range r von 8t, also 

femer ist 2)^ (9t) durch i)^(9t) fOr p = l,2, ...r' theilbar. Dieses 
beweist man genau so, wie bei ganzzahligen Systemen in 24. 

Ist 9t ein Vielfaches von 9t, zugleich aber auch 9t ein Vielfaches 
von 9t, so heissen die Systeme 9t und 9t äquivalent. Sind 9t und 9t 
äquivalent, so ist nach Vorstehendem 

f^'-r, i),(ä)-2),(9l)fdr p-l,2,...r, 
also auch ^^^^^ _ ^^^^^ für p « 1, 2, . . . n. 

Die Sätze 8a) und 8b) in 25 gdten also auck für Systeme 9t. 
107. Ein (reducirter) Bmch heisst in Bezug auf eine bestimmte 
Primzahl p (modulo p, mod. p) ganz, wenn sein Nenner nicht 

durch |) theilbar ist. Ist der Quotient y zweier rationalen Zahlen a und b 

(&-|-0) eine mod. p ganze Zahl, so heisst a durch b mod. p theilbar 
(a ein Vielfaches von b mod. |), u.s. w.). Ist weder der Zähler, noch 

Mnth, Elementartheiler. \ff 
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der Nenner eines reducirten Bruches a durch die Primzahl p theilbar, so 
sagen wir^ a sei mod. p gleich Eins. Endlich heissen zwei rationale 
Zahlen (^ O) mod. j> gleich^ wenn ihrVerhältniss mod. p gleich Eins ist. 

Nimmt man mit mod. p ganzen rationalen Zahlen irgendwelche 
ganze Operationen vor^ so ist die resultirende Zahl ebenfalls mod. p ganz. 

Entsteht ein System 91 aus einem Systeme 81 dadurch, dass 
letzteres System mit Systemen aus mod. p ganzen Zahlen irgendwie 
vom und hinten zusammengesetzt wird, so heisst 91 ein Vielfaches 
von 9t in Bezug auf die Primzahl p (mod. p). Ist mod. p 91 
Vielfaches von 91, 91 von 9i, so heissen 9i und 9l mod. j) äquivalent. 
Man beweist analog, wie in 24: Sind zwei Systeme 91 und 91 mod, p 
äquivalent y so sind ihre zusammengesetzten ET mod. p gleich (so stimmen 
91 und 91 im Bange und den ETn in Bezug auf die Basis p Oberem). 

Ein System, dessen Elemente mod. p ganze Zahlen sind, und 
dessen Determinante mod. p gleich Eins ist, heisst ein Einheits- 
system in Bezug auf p. 

Ist 91 ein derartiges System, so gilt das Gleiche von dem reci- 
proken Systeme 9i""^ (S. 27). Durch Composüion mit Einheitssystemen 
mod, p bleiben die zusammengesetzten ET eines Systems 9t mod. un- 
geändert (26). 

Wir verstehen unter einer Elementartransformaiion a) mod. p eines 
Systems 91 die Multiplikation einer Reihe desselben mit einer Zahl, 
die mod. p gleich Eins ist; multiplicirt man eine Reihe von 91 mit 
einer mod. p ganzen Zahl und addirt (subtrahirt) sie von einer 
parallelen Reihe, so soll diese Operation als eine Elementartrans- 
formation c) von 91 mod. p bezeichnet werden. Vertauschungen 
paralleler Reihen heissen Elementartransformationen b). Vergl. 27. 
Durch Elementartransformationen mod, p werden die zusammengesetzten 
E T eines Systems 9t mod. p nicht geändert. Denn diese Umformungen 
eines Systems 9t sind gleichbedeutend mit der Composition von 9t 
mit gewissen Einheitssystemen mod. p. (Siehe oben.) Durch Elementar- 
transformationen b) werden die zusammengesetzten ET von 9t Oberhaupt 
nicht geändert, 

108. Nun sei ein System 

Ojl Ojj . . . Otn 


9t 


l 


iöt«l an% . . . annl 

vom Range r gegeben; durch Elementartransformationen b) bringen 
wir an Stelle von a^^ ein Element, welches in allen übrigen Elementen 
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mod. p enthalten ist, wo wieder p eine beliebige Primzahl bedeutet; 
das neue System bezeichnen wir wieder, wie das ursprüngliche. Nun 
multipliciren wir die erste Spalte in 91 mit der mod. p ganzen 

Zahl — und subtrahiren sie von der zweiten Spalte. Durch diese 

Elementartransformation c) mod. p erhalten wir ein zu 91 mod. p 
äquivalentes System, in welchem das zweite Element der ersten Zeile 
Null ist. Auf analoge Weise machen wir aUe Elemente der beiden 
ersten Reihen ausser a^ zu Null, wenden dann dasselbe Verfahren auf 
das System an, welches aus dem umgeformten 91 durch Weglassen der 
beiden ersten Reihen entsteht, und gelangen schliesslich zu einem 
Dictgcndlsysteme (28), in welchem die r ersten Elemente ä^, d^, , . ,dr 
nicht Null sind, die übrigen aber verschwinden, und in welchem d^ 
durch d^^i (p — 1, 2, ... r) mod. p theilbar ist. Durch Elementar- 
transformationen a) endlich machen wir das letztere System zu 

. ... Ol 


/p*» . . . . 0\ 
'O p^ . ... Ol 


® 


lo : ; : : : : ; ; : «/ 

WO ff^ durch p*^""^ (p — 1, 2, ... r) theilbar ist. Die Exponenten e sind 
negative oder positive ganze Zahlen oder auch Null. 

Für dieses System 2) findet man nun höchst einfach (28) 

■^i(®)-l^'> -Ei (®) -!>'%• .£r(2)) = p'o-2?r+i(2))--B.+2(S))«-- — 0. 

Nim sind aber 9t und 2) äquivalent mod. p; also sind die Biagoncd' 
elemente in 2) bejs. dem ersten, jsumteny . . . n*** ET von 91 gleich bez. 
mod. p gleich; diejenigen Potenzen pFg, deren Exponenten nicht Null 
sind, stellen die einfachen ET von 9i in Bezug auf die Basis p vor. 
Nach dem eben Gesagten ist mod. p 

E,(ß)^p'9 (p-l,2,...r); 

nun ist aber ff^ durch p*?-i theilbar; also ist jB^(91) durch JS^«i(9i) 
mod. p theilbar; p war aber eine beliebige Primzahl. Daher ist E^, (91) 
durch J?^-i (9i) fllr p — 1, 2, ... r theilbar. Der Fundamentalsatz I 
gilt mühin auch für Systeme 9i aus rationalen ZaMen. 

Ist ein System 91 in die Theile 91^ und 9is zerlegbar, so kann 
man auf Grund der soeben entwickelten Methode 91, 9tx, 91^ in mod.p 
äquivalente Diagonalsysteme 91, 9li^ ^ verwandeln, derart, dass die 
Diagonalelemente von 91^, ^, 91 bez. den zusammengesetzten ETn 
von 91^, 9^2, 91 mod. p gleich sind (32). Bestimmt man nun die ET 
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von 9t in Bezug auf p, so erkennt man^ dass die ET von 8ii und Sis 
in Bezug auf p zusammengenommen gerade die ET von 91 in Bezug 
auf p ausmachen (31; 32). ^, 8l| und ^ besitzen aber mod. p die- 
selben ET; wie 91, 9li und fSt^y p ist eine beliebige Primzahl, daher 
sind die ET von 91 diejenigen von 9ii und fft^ zusammengenommen. 
Der Sats V in S2 gut sonach auch för Systeme 9i der hier he- 
trachteten Art, 

109. 91 bedeute wieder ein System aus n' ganzen oder gArochenen 
rationalen Zahlen, ® aber ein System aus n' nur ganzen Zahlen. 
Gemäss der symbolischen Gleichung (11) 

(1) « = 910 

entstehe durch Gomposition der Systeme 91 und @ ein System 91. 
91 ist Vielfaches von 91 (106), es ist aber auch jeder zusammengesetzte 
ET von 91 Vielfaches des entsprechenden zusammengesetzten ETs von 91.* 
Um dieses zu beweisen**, verstehen wir unter p wieder eine 
beliebige Primzahl und verwandeln durch Elementartran^formationen 
in Bezug auf p unser System 91 in ein mod. p äquivalentes Diagonal- 
system 2) von der in 108 beschriebenen Art. Man hat dann mod. p 

E,(ß) -^ E,{^) ^ p^, (p = l,2,...r), 

wenn fft vom Range r ist. 

2) geht aus 91 durch Gomposition mit Einheitssystemen IS,, ^ 
in Bezug auf p hervor; es sei also etwa 

(2) a)-«i9i(8j. 
Wegen (1) und (2) ist dann 

S - ffi^l « (s^m® = eiWe^ffir*® - ©er*® 

oder, wenn noch m ^m c 

^i~ ^ « iQ 
gesetzt wird, 

(3) © = »$. 

Dabei ist ^ ein System aus mod. p ganzen Zahlen, da die Elemente 
von & absolut, die von (£f ^ mod. p ganz sind. 

Nun ist aber nicht nur 2) zu 91, sondern wegen 2) -« (E^ 9t auch 
2) zu 91 mod p äquivalent. Daher ist mod.|) fQr p » 1, 2, . . . n 

J?^(2))«C^(9l), E^(^)^E^{W). 

Kann ma/n nun zeigen, dass mod. p J?^(2)) Vielfaches von E^(^) ist, so 
ist also auch dargethan, dass mod. p J5^(9l) Vielfaches von E^(9i) ist, 
und damit, da p eine beliebige Primzahl war^ unser Satz hewiesen. 


• DaBS Dp(9l) Vielfacher von B J^) ist, ist fast selbstveratändlich (24). 
** Zum folgenden Beweise vergL Frobenius, SB 1894, S. 42—43. 
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Um nun zu zeigen, dass E^i'S)) Vielfaches von E^^lf) ist mod. p, 
-verfahren wir so: wir bezeichnen die Elemente von ^ mit ha, setzen 
also «*wa 'hu... hl. 


§ 


dann wird wegen (3) 




Ä4I . . . h^n 


2) 



Der Bang r' von 3) ist < r. Bedeutet q eine der ZaUen 1, 2, . . . r', 
so wollen wir unter 8^ eine Subdeterminante q^*^ Grades des Systems 
® verstellen. Enthält 8^ die a% &*•,... m^ Zeile von ® , und ist 
a <b < '"<m, so ist a > 1, 6 > 2, . . . w > (>; daher wirdf)*« durch 
l)'», |i** durch ff*, . . . p*» durch j/^ theilbar sein, weil ^i <«»<•••< 6r 
ist (106). In der Determinante 8^ sind daher, weil die ht^ mod. p ganze 
Zahlen sind, alle Elemente der ersten Zeile durch j/<, der zweiten durch 
f^, . . . der Q**^ durch |/^ theilbar mod. p. Führt man diese Divisionen 
aus, so erhalt man eine Determinante ü^, welche die der Determinante 8^ 
entsprechende redtwirte Däermincmte genannt werden soll. Die Elemente 
von B^ sind mod. p ganze Zahlen, und es ist 

Jetzt denken wir uns für ein bestimmtes q alle zu den 8^ gehörigen 
reducirten Determinanten Rg hingeschrieben imd bezeichnen den grössten 
gemeinsamen Theiler aller Determinanten Rg mit D^. Dann hat man 

für p =» 1, 2, . . . r'. Daher ist 


Ä 


-Dp-i 


Jp^ + ^-f |-*o— l 


Entwickelt man aber eine der Determinanten 2!^ nach den Subdeter- 
minanten der Elemente der let0ten Zeile, so enthält jedes Glied des 
Aggregats eine reducirte Determinante Rq—i als Faktor; die betrachtete 
Determinante ist also durch jD^—i mod,p theilbar, da ihre Elemente 
mod. p ganze Zahlen sind. Alle Determinanten Rg sind durch D^—i 
theilbar mod. p, also ist es auch ihr grösster gemeinschaftlicher 
Theiler D^, d. h. es ist 
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eine mod. p ganze Zahl. Nnn ist aber mod. p 

also ist ;gr7^ eine mod. p ganze Zahl, w. z. b. w. — 

Wären wir statt von der Gleichung (1) von der Gleichung 

ausgegangen, so waren wir zu demselben Resultate gelangt. 

Sind nun 0, $, . . . 2, SR . . . Systeme aus ganzen Zahlen, und 
besteht eine Gleichung 

^-®$... «22»..., 
80 folgt aus ihr eine Gleichung 

wenn 9[»@$..., 99-»29)t... gesetzt wird. 9[ und 99 sind Systeme 
aus ganzen Zahlen. Daher ist nach dem Vorhergehenden £^(9193) Viel- 
faches von -Ee(8l), -B^CaatiB) Vielfaches von E^i^SS), und folgUch 
^^(«9199)--^^ (91) Vielfaches von JB^(9l). Also gut der Satz (106): 

Ist ein System 91 Vielfaches eines Systems 91, so ist jeder zu- 
sammengesdde ElementarÜheiler von 91 Vidfaches des entsprechenden zur 
sammengeseteten EUmentartheüers von 91. 

Der Satz bleibt seiner Herleitung nach übrigens auch giltig, 
wenn man ffir „Vielfaches^ überall „Vielfaches mod. p^^ schreibt. 

110. Vorstehende Entwickelungen über Systeme aus ganzen oder 
gebrochenen Zahlen bleiben vollständig bestehen, wenn man unter 9i 
ein System aus ganzen oder gebrochenen Fvmktionen einer Variabden, 
unter p eine lineare Funktion versteht. Auch hier können die zu- 
sammengesetzten ET mit Hilfe des Euklidischen Theilverfahrens, also 
rationdl bestimmt werden. 

Dieses letztere bleibt zwar nicht mehr richtig, wenn man unter 91 
ein System aus ganzen oder gebrochenen Funktionen mehrerer Variabden 
oder aus ganzen oder gebrochenen Grössen eines Körpers von Zahlen 
oder Funktionen, unter p eine irreducibele Funktion bez. einen wirklichen 
oder idealen Primtheiler versteht, im Uebrigen aber bleibt aües tvörÜich 
bestehen. Als besonders wichtig wollen wir obigen Satz über componirte 
Systeme noch in seiner ganzen Allgemeinheit aussprechen. Er lautet: 

XLL Ist ein System 91 aus ganzen oder gebrochenen Grössen 
eines Körpers von algebraischen Zahlen oder Funk- 
tionen Vielfaches eines Systems 91 gleicher Art, so ist 
jeder zusammengesetzte Elementartheiler von 91 Viel- 
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faches des entsprechenden zusammengesetzten Elemen- 

tartheilers von 9i.* 
Dieses Theorem ' ist nur dann umkehrbar, wenn die Systeme 91 
und 9i aus lauter gangen Zahlen oder ganeen Funktionen einer Vdriabelen 
bestehen (29, 34). In aUen anderen Fallen ist dasselbe^ wie man 
nach Analogie der Ausführungen in 29 höchst einfach nachweist, nur 
med. p umkehrbar, wo p eine irreducibele Funktion bez. einen wirk- 
lichen oder idealen Primtheiler vorstellt. Man kann also in diesen 
Fällen nur sagen: Ist der p*« ET von M Vielfaches des q^ ET von % 
so ist mod. p ^ ein Vielfaches von 81; wo p einen bdiebigen Primtheiler 
vorstellt. Es besteht also hier eine Lücke, deren Ausfüllung als sehr 
wünschenswerth erscheint. 

Das Theorem XTJ findet wichtige Anwendungen in der Theorie der al- 
gebraischen Funktionen.** Ueberhaupt aber sind die in diesem Paragraphen 
dargelegten Methoden diejenigen, welche sich f&r die Weiterentwickelung 
der Theorie der Elementartheiler von ausschlaggebender Bedeutung er- 
weisen dürften. 

Anhang. 

Zu Artikel 72. 

Es sei S eine symmetrische, T eine aUemirende bilineare Form 
von je 2n Variabelen, \}^8 + X^T\=Q, 

und es bestehe die lineare Relation 

ci'ifJt + a^U^+ h a« D; =- 

zwischen den U^, in welcher die a^ vom Grade g in X^\X^ seien. 
Dieselbe geht, wenn wir in ihr 

Aj «= Aj, Aj «= X^, a?^ =* y^ 
setzen, in eine Relation 

zwischen den V^ über; die a\ sind ebenfalls vom Grade g in X^\X^. 
Daraus folgt unmittelbar, dass für eine siaguläre Schaar X^S + X^T 
die Minimalgradeahlen mi und mi (S. 108) übereinstimmen. 

Es bedeute 8^ eine Subdeterminante q^^ Grades von \X^8 + X^T\, 
Durch die Substitution X^^X^, X^^ — X^ geht 8^ in eine andere Sub- 
determinante p*«" Grades von \X^8 + X^T\ über. Tritt daher der lineare 

• Vergl. Hansel, Crelle'ß Joum. (94) Bd. 114, 8. 109 ff. und (96) Bd. 115, 
S. 259 — 260. Obiges Theorem schliesst das Theorem n des Artikels 8 als Specialfall 
in sich. Die Sätze 1) und 2) in 5 kann man auch für Systeme der in obigem Theoreme 
beschriebenen Art beweisen. Vergl. Hensel, Grelle^s Joum. (94) Bd. 114, S. 25 ff. 

** Vergl. den Schlnss der Einleitung dieses Baches. 
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Theiler a A^ + 6 X, (a »|« 0, 6 -|- 0) in allen 8^ zur Potenz l auf, so sind 
auch alle S^ durch (aXi—bJi^y theilbar. Hieraus folgt, dass jedem 
ET (aX^ + bX^y ein ET (aA^ — 6i,V des Systems von \X^8 + X^T\ 
entspricht. Mithin lautet unser Theorem XYII, S. 140 vollständig so: 

XYn. Ist S eine symmetrische, T eine alternirende bilineare 
Form von je 2n Yariabelen, so stimmen 

(bei \X^8 + X^T\ = 0) 
die Minimalgradzahlen m^ und m^ der Schaar X^S+l^T 
überein; es entspricht ferner jedem Elementartheiler 
(aX^ + 6X,)', wenn a «1» 0, 6 »|» ist, ein Elementartheiler 
(aX^ — bX^y des Systems von \Xi8 + X^T\] die Elementar- 
theiler desselben von der Gestalt Xf* und il|'+^ aber 
sind stets paarweise vorhanden. 
Ist nun A eine beliebige bilineare Form von 2n Yariabelen, so setzt 

"^^^ Ä + Ä'^S, Ä^Ä'^T, X^^X[ + X[, ^-^i-^i, 

^^^^« X,Ä + X,Ä'^X[8 + X',T 
wird, und folgert das Theorem XIX, S. 145 unmittelbar aus XYII oben. 
Indem man ferner von dem Schema S. 140 ausgeht, bildet man 
Formen jS»^ « T^ + I'^ AP ^^T^ T'® 

u. S.W.; hier ist immer die erste eine symmetrische, die zweite eine 
aUernirende Form. Die Schaar X^8^+ X^ A^^ besitzt nur eine Eronecker- 
sche Invariante nf — n?»2m<-fl; ihr Eoefficientensystem keinen ET. 
Dies folgt aus dem S. 146 imter 1. Gesagten, da fQr 

*i ■" ^1 "• ^j> f> ■" *i ~ nif 

wird. Analog erkennt man, dass die Determinante der Schaar 
X^Sa+X^Aa die ET 

[^i(l + c) + A,(l - c)]S [X,{1 + c) - X^il - c)Ya 

besitzt, wo 1 + c -|- 0, 1 — c -|- ist. ü. s. w. 

Daraus geht hervor, dass man Schaaren X^S + Xj^T^ mit symmetri- 
schem 8 und aUemirendem T bilden kann, welche von einer gegebenen 
Anzahl von Yariabelenpaaren abhangen und — im Sinne des Theorems 
XYÜ oben — vorgeschriebene Eronecker'sche imd Weierstrass'sche 
Invarianten besitzen (vergL S. 147). Man erkennt dann weiter, dass 
obige Schaaren X^Sf+X^ A^y A^ Sa + ij Aa u. s. w. bei congruenter Trans- 
formation der Yariabelen irreducibel sind. (Vergl. S. 147—148.) Damit 
ist denn schliesslich die Beduktion einer Schaar X^S + X^T bei con- 
gruenter Transformation der Variabden wegen des Satzes 18) S. 135 
vollständig erledigt. (Yergl. S. 148.) 


Index. 


Die Zahlen beziehen eioh auf die Seiten. 


Absolute Invarianten einer CoUineation 
206. 

Adjnngirte Fonn 27. 

Aehnliche Fonnen 29, 30, 162 ff.; — Sub- 
stitutionen 167. 

— orthogonale Fonnen 176. 
Aequivalenz von Formen mit ganzzahligen 

Eoefficienten 46 ff., 68 ; — von Formen, 
deren Eoefficienten ganze Funktionen 
einer Variabelen sind 68 ff.; — von 
Formenschaaren 66, 68, HO, 118, 123, 
132 u. 8. w. 

— von Systemen aus ganzen Zahlen 
46 ff., 68; — aus ganzen Funktionen 
einer Variab. 68 ff.; — aus ganzen 
oder gebrochenen Grössen eines 

Eörpers 226 ff.; in Bezug auf 

einen Primtheiler 226. 

— linearer Substitutionen 166, 167, 169. 
Altemirende Formen 26, 80, 134, 140, 

161, 166, Anhang. 

Baltzer 180. 

Basis eines Elementartheilers 6. 

Bild eines Systems 20, 26. 

Bilineare Formen 1, 20 ff., 43 ff. u.8.w.; 

— a*«n Grades 69. 
Böcher 224. 
Borchardt BS. 
Brioschi 174. 
Büschel von Formen, s. Schaar von 

Formen. 

Calb 60, 169. 

Casorati 212. 

Cauchy VH, Xm, 82, 187. 

Charakteristik einer ordinären Schaar 
von bilinearen Formen 88; — einer 
ordinären Schaar von quadratischen 


Formen 124; — - einer singulären 
Schaar von bilinearen Formen HS; 

— einer singulären Schaar quadrat- 
ischer Formen 131; — einer Form 
mit cogredienten Variab. 148; — 
mit contragredienten Variab. 164; — 
einer CoUineation 208. 

— eines Formenpaares s. Charakteristik 
einer Schaar von Formen. 

Charakteristische Determinante (Funk- 
tion) einer Form 32; — einer linearen 
Substitution 166, 168; — einer Col- 
lineation 208. 

Christoffel 180. 

Clebsch 134. 

Cogrediente Variabele 29. 

CoUineation, ordinäre 199; — singulare 
Mer Species 201 ; — im Träger eines 
Fundamentalraumes 207, 210. 

Componirte Systeme s. Zusammen- 
setzung. 

Congruente Formen 29, 186, 142 ff.; — 
Formenschaaren 126, 128 u. s. w., 
Anhang; ~ Transformationen (Sub- 
stitutionen) 29, 119 ff., 127, 184 f., 
Anhang. 

Cox^jugirte Form 24. 

Contragrediente Variabele 29, 81. 

CykUsche Formen (Substitutionen) 177 ff. ; 

— primitive 177. 

Darboux X, 60. 

Definite Formen 179 ff. 

Determinante einer Schaar von Fonnen 

1, 4. 
Deutung der absoluten Invarianten 

einer CoUineation 206 f., 214 ff. 
Diagonalsystem 60, 227. 
Differentiation von Formen 40. 

16* 


234 


Index. 


Dingeldey 179, 180, 224. 
Duale Formen 31, 159. 

Einfacher Elemeniartheiler 5, 13, 225. 

Einheitssystem 46; — in Bezug auf einen 
Primtheiler 226. 

Elementare Formen mit ganzzahligen 
Eoef&cienten (Systeme aus ganzen 
Zahlen) 45; — Formen (Systeme), 
deren Eoefficienten (Elemente) ganze 
Funktionen einer Variab. sind 58 ; — 
Formen mit cogredienten Variab. 144; 
mit contragredienten Variab. 153. 

Elementare Invarianten einer Schaar 
(eines Paares) von Formen 67. 

— Schaaren (Paare) von Formen 67, 
87, 113, 118, 124, 181. 

Elementartheiler 2 ff., 13, 36, 55 f., 
61 u. s. w. 

Elementartransformation 48, 58, 226. 

Encyklopädie der math. Wissensch. 20, 
36. 

Enthaltensein unter einer Form 43, 52, 
58. 

Erster, zweiter, . . . u. s. w. Elementar- 
theiler 6, 7, 12 f., 35, 44 u.s.w., 226. 

Exponent eines Elementartheilers 5. 

Fischer XVI. 

Formen, ordinäre 20, 118 u. s. w.; — 
singulare 20, 118 u. s. w.; — mit co- 
gredienten Variab. 29, 142 ff.; — mit 
contragredienten Variab. 29, 152 ff. 

— , die zugleich orthogonal und al- 
temirend sind 179. 

— , die zugleich orthogonal und sym- 
metrisch sind 178. 

Formenpaare s. Paare von Formen. 
Formenschaar s. Schaar von Formen. 
Frobenius XI, XÜ u. s.w., 5, 6 f., 9, 20, 

33, 85, 48, 52, 54, 56, 58 f., 61, 67, 

135, 140, 160, 175, 178 f., 180, 183, 

192, 228. 
Fuchs 198. 
Fundamentalräume (-gebilde) einer Gol- 

lineation 204. 

Ganze Funktion bilinearer Formeu 24; 

— n*«» Grades einer Form 32. 
Grad eines Elementartheilers 5. 


GröBster gemeinschaftlicher Theiler 
rationaler Zahlen 224; —ganzer oder 
gebrochener Grössen eines Körpers 
230 f. 

Grundformen einer Schaar' 1, 4. 

Gundelfinger X, 60, 123, 125, 179 f., 192, 
223 f. 

Hamburger 60. 

Hauptunterdeterminante 14, 16, 141. 
Heffter IX, 198, 212. 
Hensel XI, XV, XVI, 7, 16, 52, 58, 224, 

231. 
Hom IX, 198. 

Jakobi Vn, 72. 

Integration eines Systems linearer 
Differentialgleichungen mit kon- 
stanten EoefQcienten 195 ff. 

Inverse Substitution 28. 

Jordan 60. 

Irreducibel s. elementar. 

Kanonische Form s. Normalform. 

Kantor, S. XIII. 

Killing 125, 134, 223 f. 

Klasse von Formen 45, 67, 88; s. auch 
Klassifikation. 

Klassifikation der Formen mit co- 
gredienten Variab. 148; mit 

contragredienten Variab. 154. 

— der Gollineationen im Baume be- 
liebig hoher Dimension 198 ff. ; 

in der Geraden 214; in der 

Ebene 215 ff. ; im gewöhnlichen 

Baume 217 ff. 

— der linearen Substitutionen 157. 

— der orthogonalen Substitutionen 173. 

— der cyklischen Substitutionen 178. 

— der Transformationen quadratischer 
Formen in sich selbst 172. 

— der Schaaren (Paare) bilinearer 

Formen 87, 113; quadratischer 

Formen 124, 133. 

— der Schaaren mit einer definiten 
Grundform 184, 187. 

Klein, F. IX, 223. 

Kronecker VII, XI u. s. w., 5, 9, 48, 60, 
93, 131 f., 140, 179. 

— *sche Invarianten einer Schaar 110, 
131; — einer Form mit cogredienten 
Variab. 147. 


